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Prefacio

O site notaspedrok.com.br é uma plataforma que construi para o comparti-
lhamento de minhas notas de aula. Essas anotacoes feitas como preparacao
de aulas é uma prética comum de professoras/es. Muitas vezes feitas a ra-
biscos em rascunhos com validade tao curta quanto o momento em que sao
concebidas, outras vezes, com capricho de um diario guardado a sete cha-
ves. Notas de aula também sao feitas por estudantes - sdo anotagoes, fotos,
prints, entre outras formas de registros de partes dessas mesmas aulas. Essa
dispersao de material didatico sempre me intrigou e foi o que me motivou a
iniciar o site.

Com inicio em 2018, o site contava com apenas trés notas incipientes. De 14
para ca, conforme fui expandido e revisando os materais, o site foi ganhando
acessos de varios locais do mundo, em especial, de paises de lingua portugusa.
No momento, conta com 13 notas de aula, além de minicursos e uma colegao
de videos e audios.

As notas de Redes Neurais Artificiais fazem uma introducao as redes
neuraus artificiais com enfase na resolugdo de problemas de matematica.
Como ferramenta de apoio computacional, cédigos exemplos sdo trabalhos
em linguagem Python, mais especificamente, com o pacote de aprendizagem
de maquina PyTorch.

Aproveito para agradecer a todas/os que de forma assidua ou esporadica
contribuem com corregoes, sugestoes e criticas! ;)

Pedro H A Konzen

https://www.notaspedrok.com.br
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CAPITULO 1. INTRODUCAO 1

Capitulo 1

Introducao

Uma rede neural artificial é um modelo de aprendizagem profunda (deep
learning), uma area da aprendizagem de méaquina (machine learning). O
termo tem origem no inicio dos desenvolvimentos de inteligéncia artificial,
em que modelos mateméaticos e computacionais foram inspirados no cérebro
biolégico (tanto de humanos como de outros animais). Muitas vezes desenvol-
vidos com o objetivo de compreender o funcionamento do cérebro, também
tinham a intensao de emular a inteligéncia.

Nestas notas de aula, estudamos um dos modelos de redes neurais usualmente
aplicados. A unidade basica de processamento data do modelo de neurdnio
de McCulloch-Pitts (McCulloch and Pitts, 1943), conhecido como percep-
tron (Rosenblatt, 1958, 1962), o primeiro com um algoritmo de treinamento
para problemas de classificacao linearmente separavel. Um modelo similiar
¢ o ADALINE (do inglés, adaptive linear element, Widrow and Hoff, 1960),
desenvolvido para a predicao de ntmeros reais. Pela questao historica, va-
mos usar o termo perceptron para designar a unidade bésica (o neurdnio),
mesmo que o modelo de neurénio a ser estudado nao seja restrito ao original.

Métodos de aprendizagem profunda sdo técnicas de treinamento (calibragao)
de composi¢oes em miiltiplos niveis, aplicaveis a problemas de aprendizagem
de maquina que, muitas vezes, nao tém relagdo com o cérebro ou neurdnios
biolégicos. Um exemplo, ¢é a rede neural que mais vamos explorar nas notas,
o perceptron multicamada (MLP, em inglés multilayer perceptron), um
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modelo de progressao (em inglés, feedfoward) de rede profunda em que a in-
formacao é processada pela composicao de camadas de perceptrons. Embora
a ideia de fazer com que a informacao seja processada através da conexao
de multiplos neurénios tenha inspiragao biologica, usualmente a escolha da
disposicao dos neurtnios em uma MLP é feita por questoes algoritmicas
e computacionais. l.e., baseada na eficiente utilizacao da arquitetura dos
computadores atuais.
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CAPITULO 2. PERCEPTRON 3

Capitulo 2

Perceptron

2.1 Unidade de Processamento

A unidade béasica de processamento (neurdnio artificial) que exploramos
nestas notas ¢ baseada no perceptron (Fig. 2.1). Consiste na composigdo
de uma funcao de ativacao f : R — R com a pré-ativacao

z:i=w-x+b

= Wi Ty + Wako + -+ + WXy + b

onde, x € R” é o vetor de entrada, w € R" é o vetor de pesos e b € R
é o bias. Escolhida uma funcao de ativagdo, a saida do neuroénio é dada
por

y=N(z;(w,b)) (2.3)
= f(z) = flw-z +b) 2
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2.1. UNIDADE DE PROCESSAMENTO 4

_pesos pré-ativacao

funcao de ativacao

+1 \

: saida
entradas bias

Figura 2.1: Esquema de um perceptron: unidade de processamento.

O treinamento (calibragao) consiste em determinar os pardmetros (w,b) de
forma que o neurdnio fornega as saidas y esperadas com base em um critério
predeterminado.

Uma das vantagens deste modelo de neurénio ¢é sua generalidade, i.e. pode ser
aplicado a diferentes problemas. Na sequéncia, vamos aplicd-lo na resolugao
de um problema de classificagao e noutro de regressao.

2.1.1 Um problema de classificagao

Vamos desenvolver um perceptron que emule a operacao A (e-logico). l.e,
receba como entrada dois valores légicos A; e Ay (V, verdadeiro ou F, falso)
e fornega como saida o valor l6gico R = A; A As. Segue a tabela verdade do
A:

o< <
o< <
mm <

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

CAPITULO 2. PERCEPTRON 5

Modelo

Nosso modelo de neurénio serd um perceptron com duas entradasz € {—1,1}?
e a funcao sinal

1 ,2>0
f(z) = sign(z) = 0 ,2=0 (2.5)
-1 ,2<0

como fungao de ativacao, i.e.
y =N (z;(w,b)), (2.6)
= sign(w - + b),

onde w € R? e b € R sdo pardmetros a determinar.

Pré-processamento

Uma vez que nosso modelo recebe valores z € {—1,1}? e retorna y € {—1, 1},
precisamos (pre)processar os dados do problema de forma a utilizd-los. Uma
forma, ¢ assumir que todo valor negativo esta associado ao valor légico F
(falso) e positivo ao valor légico V' (verdadeiro). Desta forma, os dados
podem ser interpretados como na tabela abaixo.

Ty T2 | Y
1 1] 1
1 -1]-1
-1 11-1
-1 -1-1

Treinamento

Agora, nos falta treinar nosso neurénio para fornecer o valor de y esperado
para cada dada entrada x. Isso consiste em um método para escolhermos
os parametros (w, b) que sejam adequados para esta tarefa. Vamos explorar
mais sobre isso na sequéncia do texto e, aqui, apenas escolhemos

w=(1,1), (23)
b=—1. (2.9)

Com isso, nosso perceptron é
N(z) = sign(xy + 29 — 1) (2.10)
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2.1. UNIDADE DE PROCESSAMENTO

Verifique que ele satisfaz a tabela verdade acimal

Implementagao

Cédigo 2.1: perceptron.py

l import torch

2

3 # modelo

I class Perceptron(torch.nn.Module):
5 def _ _init__(self):

6 super () . __init__ Q)

7 self.linear = torch.nn.Linear(2,1)
8

9 def forward(self, x):

10 z = self.linear(x)

11 y = torch.sign(z)

12 return y

13

14 model = Perceptron ()

15W = torch.Tensor ([[1., 1.]11)

16b = torch.Tensor ([-1.])

17with torch.no_grad():

18 model.linear.weight = torch.nn.Parameter (W)
19 model.linear.bias = torch.nn.Parameter (b)
20

21 # dados de entrada

22X = torch.tensor ([[1., 1.7,

23 [1., -1.1,

24 [-1., 1.1,

25 [(-1., -1.11)

26

27 print (£"\nDados de entradal\n{X1}")

28

29

30 # forward (aplicag¢do do modelo)

31y = model (X)

32

33 print (f"Valores estimados\n{yl}")
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CAPITULO 2. PERCEPTRON 7

Interpretacao geométrica

Empregamos o seguinte modelo de neuronio

N (z; (w, b)) = sign(wy 1 + waxg + b) (2.11)

Observamos que

W1T1 + Wy + b=0 (212)

corresponde a equacao geral de uma reta no plano 7 : x; X x5. Esta reta
divide o plano em dois semiplanos

™t ={z € R? : wizy + woxs + b > 0} (2.13)
77 ={x € R? : wyz; + woxs + b < 0} (2.14)

O primeiro estd na diregdo do vetor normal a reta n = (wy,ws) e o segundo
no sentido oposto. Com isso, o problema de treinar nosso neurénio para o
problema de classificagdo consiste em encontrar a reta

W1T1 + Wals + b=0 (215)

de forma que o ponto (1,1) esteja no semiplano positivo 71 e os demais
pontos no semiplano negativo 7. Consultamos a Figura 2.2.

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

2.1. UNIDADE DE PROCESSAMENTO 8

: h=0 )
w-x+bh w= (1)

Figura 2.2: Interpretacao geométrica do perceptron aplicado ao problema de
classificacao relacionado a operacao logica A (e-logico).

Algoritmo de treinamento: perceptron

O algoritmo de treinamento perceptron permite calibrar os pesos de um
neuronio para fazer a classificacdo de dados linearmente separaveis. Trata-se
de um algoritmo para o treinamento supervisionado de um neurdnio, i.e.
a calibracao dos pesos é feita com base em um dado conjunto de amostras
de treinamento.

Seja dado um conjunto de treinamento {z(*),y*)1" onde n, é o nimero
de amostras. O algoritmo consiste no seguinte:

1. w<+0,b<+ 0.
2. Parae<+ 1,...,n,.:

(a) Para s < 1,...,ng:
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CAPITULO 2. PERCEPTRON 9

i. Se y®N (m(s)) <0
A ww+y®zt)
B. b+ b+y®

onde, n, ¢ um dado nimero de épocas’.

Codigo 2.2: perceptron_ train.py

Il import torch

2

3 # modelo

4

5class Perceptron(torch.nn.Module):
6 def _ _init__(self):

7 super (). __init__ QO

8 self.linear = torch.nn.Linear(2,1)
9

10 def forward(self, x):

11 z = self.linear(x)

12 y = torch.sign(z)

13 return y

14

15 model = Perceptron ()

16 with torch.no_grad():

17 W = model.linear.weight

18 b = model.linear.bias

19

20 # dados de treinamento

21 X_train = torch.tensor ([[1., 1.],
22 (1., -1.1,

23 [-1., 1.1,

24 [-1., -1.11)

25 y_train = torch.tensor ([1., -1., -1., -1.]1).
reshape (-1,1)

27 ## niumero de amostras

I'Ntimero de vezes que as amostrar serdo percorridas para realizar a correcio dos pesos.
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2.1. UNIDADE DE PROCESSAMENTO

10

28ns = y_train.size (0)
29

30 print ("\nDados de treinamento")
3l print ("X_train =")
32 print (X_train)

33 print("y_train = ")
34 print(y_train)

35

36 # treinamento

37

38 ## nmnum max épocas

39 nepochs = 100

40

11 for epoch in range(nepochs):

42

43 # update

44 not_updated = True

45 for s in range(ns):

46 y_est = model(X_train[s:s+1,:])
47 if (y_estxy_train[s] <= 0.):

48 with torch.no_grad():

49 W += y_train[s]*X_trainl([s,:]
50 b += y_train[s]

o1 not_updated = False

52

53 if (not_updated):

54 print ('Training ended.')

95 break

56

57

o8 # werificagdo

59 print (£'W =\n{W}")
60 print (£'b =\n{bl}")
61y = model (X_train)
62 print (f£'y =\n{yl}"')
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CAPITULO 2. PERCEPTRON 11

2.1.2 Problema de regressao

Vamos treinar um perceptron para resolver o problema de regressao linear
para os seguintes dados

s |2 e

1105 1.2

2110 21

3115 26

4120 3.6
Modelo
Vamos determinar o perceptron?

g =N(z;(w,b)) =wx+b (2.16)

que melhor se ajusta a este conjunto de dados {($(s), y(s))}nil, ng = 4.

Treinamento

A ideia é que o perceptron seja tal que minimize o erro quadratico médio
(MSE, do inglés, Mean Squared Error), i.e.

1 & 2
in— Y 7(s) o (9)
£y ne = (y Y ) (2.17)
Vamos denotar a fungéo erro (em inglés, loss function) por

e(w,b) == ; 3 (59— y)* (2.18)

S s=1

= 13 (we® 45— )’ (2.19)

s s=1

Observamos que o problema (2.17) é equivalente a um problema linear de
minimos quadrados. A solucdo é obtida resolvendo-se a equacao normal®

MTMe = MTy, (2.20)

2Escolhendo f(z) = z como fungdo de ativacio.
3Consulte o Exercicio 2.1.4.
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2.1. UNIDADE DE PROCESSAMENTO 12

onde ¢ = (w, p) é o vetor dos pardmetros a determinar e M é a matriz n, X 2
dada por
M=z 1] (2.21)

Implementacgao

Cédigo 2.3: perceptron_mq.py
1 import torch
2
3 # modelo
4 class Perceptron(torch.nn.Module):
5 def _ _init__(self):

6 super () . __init__ ()

7 self.linear = torch.nn.Linear(1,1)
8

9 def forward(self, x):

10 z = self.linear (x)

11 return z

12

13 model = Perceptron ()

14with torch.no_grad():

15 W = model.linear.weight
b

16 = model.linear.bias

17

18 # dados de treimamento

19X_train = torch.tensor ([0.5,

20 1.0,

21 1.5,

22 2.0]) .reshape(-1,1)
23 y_train = torch.tensor ([1.2,

24 2.1,

25 2.6,

26 3.6]) .reshape(-1,1)
27

28 ## nmumero de amostras

29ns = y_train.size (0)

30

31 print ("\nDados de treinamento")
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CAPITULO 2. PERCEPTRON 13

32 print ("X_train =")

33 print (X_train)

3 print("y_train = ")

35 print (y_train)

36

37T # treinamento

38

39 ## matriz

40M = torch.hstack((X_ train,

41 torch.ones ((ns,1))))
42 ## solucao M. (.

43¢ = torch.linalg.lstsq(M, y_train) [0]
44 with torch.no_grad():

45 W = c[0]
46 b = c[1]
47

A48 # werificacgdo

19 print (£'W =\n{W}")
50 print (£'b =\n{bl}")
51y = model(X_train)
52print (£'y =\n{y}")

Resultado

Nosso perceptron corresponde ao modelo
N(z; (w, b)) =wz +b (2.22)

com pesos treinados w = 1.54 e b = 0.45. Ele corresponde a reta que me-

4
lhor se ajusta ao conjunto de dados de {x(s), y(s)} ) dado na tabela acima.

Consultamos a Figura 2.3.
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2.1. UNIDADE DE PROCESSAMENTO 14

® dados
—— modelo

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25

Figura 2.3: Interpretacao geométrica do perceptron aplicado ao problema de
regressao linear.

2.1.3 Exercicios

E.2.1.1. Crie um perceptron que emule a operagao logica do V (ou-16gico).

Al Ay | ALV A
vV Vv \Y4
vV F \Y
F Vv \Y
F F F

E.2.1.2. Busque criar um perceptron que emule a operacao logica do xor.

A1 A2 Al Xor AQ
vV Vv F
vV F \Y
F VvV \Y
F F F
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CAPITULO 2. PERCEPTRON 15

E possivel? Justifique sua resposta.

E.2.1.3. Assumindo o modelo de neurdnio (2.16), mostre que (2.18) é funcao
convexa.

E.2.1.4. Mostre que a solugao do problema (2.17) é dada por (2.20).

E.2.1.5. Crie um perceptron com fungao de ativagao f(z) = tanh(z) que
melhor se ajuste ao seguinte conjunto de dados:

s | 2®  y©
1[-1,0 -08
21-0,7 -0,7
31-0,3 -05
4] 00 -04
50 02 -0,2
6| 05 0,0
71 1,0 0,3

2.2 Algoritmo de Treinamento

Na secao anterior, desenvolvemos dois modelos de neuronios para problemas
diferentes, um de classificacao e outro de regressao. Em cada caso, utilizamos
algoritmos de treinamento diferentes. Agora, vamos estudar algoritmos de
treinamentos mais gerais?, que podem ser aplicados a ambos os problemas.

Ao longo da sec¢ao, vamos considerar o modelo de neur6nio

=N (z;(w,0)) = f(w-z+0), (2.23)

com dada funcao de ativacao f : R — R, sendo os vetores de entrada x e dos
pesos w de tamanho n;,. A pré-ativacao do neurdnio é denotada por

z:=w-x+b (2.24)

4Aqui, vamos explorar apenas algoritmos de treinamento supervisionado.
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2.2. ALGORITMO DE TREINAMENTO 16

Fornecido um conjunto de treinamento {(a:(s), y(s)> }TS, com ng amostras,

o objetivo é calcular os pardmetros (w,b) que minimizam a fungio erro
quadratico médio

e(w,b) == ; 3 (59— y©)* (2.25)

S s=1

1 Ns

=Y & (2.26)

N s=1

onde §® = N (m(s); (w, b)) é o valor estimado pelo modelo e y) é o valor
esperado para a s-ésima amostra. A funcdo erro para a s-ésima amostra é

£ = (g — )" (2.27)

Ou seja, o treinamento consiste em resolver o seguinte problema de otimi-
7Zagao
min e(w, b) (2.28)

(w,b)

Para resolver este problema de otimizacgao, vamos empregar o Método do
Gradiente Descendente.

2.2.1 Meétodo do Gradiente Descendente

O Método do Gradiente Descendente (GD, em inglés, Gradiente Descent
Method) é um método de declive. Aplicado ao nosso modelo de Perceptron
consiste no seguinte algoritmo:

1. (w,b) aproximacao inicial.

2. Parae<«1,...,n.:

Oe

(a) (w,b) < (w,b) — lrm
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CAPITULO 2. PERCEPTRON 17

onde, n. ¢ o namero de épocas, [, ¢ uma dada taxa de aprendizagem
(I, do inglés, learning rate) e o gradiente ¢é

0 0 Jde 0O
S (2.29)
O(w, b) ow, ow,,,  Ob
O calculo do gradiente para os pesos w pode ser feito como segue®
Oe 0|1 &
— = | =YW 2.30
ow Oow [ns 8218 1 (2:30)
1 ns 86(8) ag(s)
=— )y —— 2.31
ns ‘= 0y ow (2:31)
o 1 25 90 9g®) §z(9)
g N9 92 (2.32)
ow  ns ‘= 0y 9z0) ow
Observando que
86(8)
A O BN )
e ) 239
8;&(5) e
70 =1 (2¥) (2.34)
92
=z 2.35
o~ (2.35)
obtemos
Oe e

S (0 — ) (20) 2 (2.36)

ow ng o

de 1 &% 00 95 92(5)

%2@2@@ 920) b (2:87)
Oe 1 &

P 2N (59 — @) f(20) 1 (2.38)
o = 22 )7 (=)

5Aqui, hd4 um abuso de linguagem ao ndo se observar as dimensdes dos operandos
matriciais.
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Aplicacao: Problema de Classificagao

Na Subsecao 2.1.1, treinamos um perceptron para o problema de classifica-
¢ao do e-logico. A fungao de ativagao f(z) = sign(z) nao é adequada para a
aplicacao do Método GD, pois f'(x) = 0 para = # 0. Aqui, vamos usar

f(z) = tanh(x). (2.39)

Cédigo 2.4: perceptron_ gd.py

1l import torch

2

3 # modelo

4

5 class Perceptron(torch.nn.Module):
6 def _ _init__(self):

7 super () . __init__ Q)

8 self.linear = torch.nn.Linear(2,1)
9

10 def forward(self, x):

11 z = self.linear (x)

12 y = torch.tanh(z)

13 return y

14

15 model = Perceptron ()

16

17 # tretnamento

18

19 ## optimizador

20 optim = torch.optim.SGD(model.parameters(), lr=5e
-1)

21

22 ## fumcdo erro

23 loss_fun = torch.nn.MSELoss ()

24

25 ## dados de treinamento

26 X _train = torch.tensor ([[1., 1.],

27 (1., -1.1,

28 [-1., 1.1,
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29 [-1., -1.11)

30 y_train = torch.tensor([1., -1., -1., -1.]1).
reshape (-1,1)

31

32 print ("\nDados de treinamento")

33 print ("X_train =")

34 print (X_train)

35 print ("y_train = ")
36 print (y_train)
37

38 ## num mazxz épocas
39 nepochs = 1000
40 tol = 1le-3

11
42 for epoch in range (nepochs):

43

44 # forward

45 y_est = model (X_train)

16

47 # erro

48 loss = loss_fun(y_est, y_train)
49

=
(-]

print (f '{epoch}: {loss.item():.4e}")

—_

2 # critério de parada

3 if (loss.item() < tol):
4 break

6 # backward

optim.zero_grad()
loss.backward ()
optim.step ()

© o

Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot
ot

—_—
=)

=
(-]

61

62 # verificagado

63y = model(X_train)

64 print(f'y_est = {y}"')
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2.2.2 Meétodo do Gradiente Estocastico

O Método do Gradiente Estocastico (SGD, do inglés, Stochastic Gradi-
ent Descent Method) é um variagdo do Método GD. A ideia é atualizar os
pardmetros do modelo com base no gradiente do erro de cada amostra (ou
um subconjunto de amostras®). A estocasticidade ¢ obtida da randomizagao
com que as amostras sao escolhidas a cada época. O algoritmos consiste no
seguinte:

1. w, b aproximagoes inicial.
2. Parae<+1,...,n.:

1.1. Para s < random(1, ..., ny):

85(5)

(w,b) « (w,b) — lrm

(2.40)

Aplicagao: Problema de Classificagao
Codigo 2.5: perceptron_ sgd.py

1l import torch
2 import numpy as np

)
1 # modelo
5

6 class Perceptron(torch.nn.Module):
7 def _ _init__(self):

8 super () . __init__ QO

9 self.linear = torch.nn.Linear(2,1)
10

11 def forward(self, x):

12 z = self.linear (x)

13 y = torch.tanh(z)

14 return y

15

16 model = Perceptron ()

6Nest caso, é conhecido como Batch SGD.
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18 # treinamento
19
20 ## optimizador

21 optim = torch.optim.SGD(model.parameters(), lr=5e

-1)
22
23 ## funcgdo erro
24 1loss_fun = torch.nn.MSELoss ()
25
26 ## dados de treimamento
27X _train = torch.tensor ([[1., 1.],

28 (1., -1.1,

29 [-1., 1.1,

30 [-1., -1.11)

3ly_train = torch.tensor([1., -1., -1., -1.]).
reshape (-1,1)

32

33 ## nmum de amostras

34ns = y_train.size (0)

35

36 print ("\nDados de treinamento")
37 print ("X_train =")
38 print (X_train)

39 print ("y_train = ")
40 print (y_train)
41

42 ## mnum maxz épocas
43 nepochs = 5000
44 tol = 1e-3

15
46 for epoch in range (nepochs):

47

48 # forward

49 y_est = model (X_train)

50

ol # erro

52 loss = loss_fun(y_est, y_train)
53
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54 print (f '{epoch}: {loss.item():.4e}"')
55

56 # critério de parada

57 if (loss.item() < tol):

58 break

59

60 # backward

61 for s in torch.randperm(ns):

62 loss_s = (y_estls,:] - y_trainl[s,:])*x*2
63 optim.zero_grad ()

64 loss_s.backward ()

65 optim.step ()

66 y_est = model (X_train)

67

68

69 # verificagdo
70y = model(X_train)
71 print (f'y_est = {y}"')

2.2.3 Exercicios

E.2.2.1. Calcule a derivada da func¢ao de ativacao

f(z) = tanh(z). (2.41)

E.2.2.2. Crie um perceptron para emular a operagao légica A (e-16gico).
No treinamento, use como otimizador:

a) Método GD.
b) Método SGD.

E.2.2.3. Crie um perceptron para emular a operagao logica V (ou-1é6gico).
No treinamento, use como otimizador:

a) Método GD.
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b) Método SGD.

E.2.2.4. Crie um perceptron que se ajuste ao seguinte conjunto de dados:

s | 2@y
1/05 1.2
2110 21
3115 26
4120 3.6

No treinamento, use como otimizador:
a) Método GD.

b) Método SGD.
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Capitulo 3

Perceptron Multicamadas

3.1 Modelo MLP

Uma perceptron multicamadas (MLP, do inglés, muitilayer perceptron) é um
tipo de rede neural artificial formada por composi¢oes de camadas de per-
ceptrons. Consultamos a Figura 3.1.
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b +1

b(nh+1)
Z(ln, ) a(lnh)
(n,+1)
Zln yl
Z(Zn,) a(znh)
(n,+1)
22" .yZ
Z(S”r.) a(S"n)
Z(n,,+1) Yo,

Figura 3.1: Arquitetura de uma rede do tipo perceptron multicamadas

(MLP).

Denotamos uma MLP de n; camadas por

v N (x; (W,50, fa))"h“) , (3.1)

=1

onde (WW ) ) ¢ a tripa de pesos, biases e funcio de ativacao da
[-ésima camada da rede, [ = 1,2,...,n,+1. Uma rede com essa arquitetura é
dita ter uma camada de entrada, n;, camadas escondidas e uma camada
de saida.

A saida da rede é calculada por iteradas composi¢oes das camadas, i.e.

a® = O (W(l)a(lfl) + b(l))’ (3.2)

z()

para l = 1,2,...,n, + 1, denotando a entrada por z =: a¥) e a saida por
y =: a(mtl)
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3.1. MODELO MLP 26

3.1.1 Treinamento

Em um treinamento supervisionado, tem-se um dado conjunto de treina-
mento {z*),y*}", com n, amostras. O treinamento da rede consiste em
resolver o problema de minimizagao

1 & ‘
min {5 = € (g}(“’),y(s))} (3.3)
onde ¢ é uma dada funcio erro (em inglés, loss function) e £*) é uma
medida do erro da saida estimada §*) da saida esperada y*).

O problema de minimizagao pode ser resolvido por um método de declive e,
de forma geral, consiste em:

1. W, b aproximacoes iniciais.
2. Parae<«1,...,n.:
(a) (W.b) < (W.b) — L (Vse)

onde, n, é o nimero de épocas, [, é uma dada taxa de aprendizagem
(em inglés, learning rate)) e d = d (Vwpe) ¢ o vetor dire¢do, onde

Os Oe
1 & (0 9el®)
_ns;(aW’ 8b> (3:5)

O célculo dos gradientes pode ser feito por retropropagacio (em inglés,
backward). Para os pesos da ultima camada, temos!

9e'®) 9 gy 9zt
9= (%)
_ ;y i (W<nh+1)a<nh>+b<nh+1>> a(™). (3.7)

!Com um cero abuso de linguagem devido & 4lgebra matricial envolvida.
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Para os pesos da pentltima camada, temos

el®) de Oy Ozmth)

8W(nh) - @82<nh+l) 8W(nh) ’ (38)
_ el 7 (z(nh+1)> Dzt ga(nn) §z(nn) (3.9)

oy Oa™mr)  Jz(n) G (nn) )
— ag:)f/ (z(nh+1)> W(nh+1)f/ (Z(nh)) a(nh_l) (3.10)

e assim, sucessivamente para as demais camadas da rede. Os gradientes em
relacao aos biases podem ser calculados de forma andloga.

3.1.2 Aplicagao: Problema de Classificacao X0R

Vamos desenvolver uma MLP que faga a operagdo xor (ou exclusivo). A rede
recebe como entrada dois valores l6gicos A1 e Ay (V, verdadeiro ou F, falso)
e fornece como saida o valor l6gico R = A;xorA,. Consultamos a tabela
verdade:

A Ay | R
VvV V |F
vV F |V
F V|V
F F |F
Assumindo V =1 e F' = —1, podemos modelar o problema tendo entradas

x = (x1,25) e saida y como na seguinte tabela:

1 T2 Y
1 1] -1
1 -1 1

-1 1 1

-1 —-1|-1

Modelo

Vamos usar uma MLP de estrutura 2 — 2 — 1 e com fungoes de ativagao
fO(z) = tanh(z) e f@(z) = id(z). Ou seja, nossa rede tem duas entra-
das, uma camada escondida com 2 unidades (func¢do de ativagdo tangente
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hiperbdlica) e uma camada de saida com uma unidade (fungao de ativagao
identidade).
Treinamento

Para o treinamento, vamos usar a funcao erro quadratico médio (em in-
glés, mean squared error)

1 = ~S S 2
ei=— > [ -y, (3.11)
s s=1
onde §*) = N(:I:(S)) sao os valores estimados e {x(s>,y(5)}n;, ng =4, o

conjunto de treinamento conforme na tabela acima.

Implementagao

O seguinte codigo implementa a MLP com Método do Gradiente Descendente
(DG) como otimizador do algoritmo de treinamento.

Cédigo 3.1: mlp_ xor.py

1l import torch

2

3 # modelo

4

5model = torch.nn.Sequential ()

6 model.add _module('layer_1', torch.nn.Linear(2,2))
7model .add _module('fun 1', torch.nn.Tanh())
8model.add _module('layer 2', torch.nn.Linear(2,1))
9

10

11 # treinamento

12

13 ## optimizador

11 optim = torch.optim.SGD(model.parameters (),
15 lr=5e-1)

16

17 ## dados de treinamento

I8 X _train = torch.tensor ([[1., 1.],

19 (1., -1.1,
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20 [(-1., 1.1,

21 [-1., -1.11)

22 y_train = torch.tensor([-1., 1., 1., -1.]).reshape
(-1,1)

23

24 print ("\nDados de treinamento")

25 print ("X_train =")

26 print (X_train)

27 print ("y_train = ")

28 print (y_train)

29

30 ## num max épocas

31 nepochs = 5000

32tol = 1le-3

33

34 for epoch in range(nepochs):

35

36 # forward

37 y_est = model (X_train)

38

39 # fungdo erro

40 loss = torch.mean((y_est - y_train)**2)

41

42 print (f '{epoch}: {loss.item():.4el}"')

43

44 # critério de parada

45 if (loss.item() < tol):

46 break

47

48 # backward

49 optim.zero_grad ()

0 loss.backward ()
1 optim.step ()

o4 # wverificacado
5y = model (X_train)
6 print (f'y_est = {y}")
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3.1.3 Exercicios

E.3.1.1. Faca uma nova versao do Codigo , de forma que a MLP tenha
tangente hiperbdlica como funcao de ativacao na sua saida.

E.3.1.2. Faca uma nova versao do Cddigo usando o método do gradiente
estocdstico (SGD) como otimizador no algoritmo de treinamento.

E.3.1.3. Crie uma MLP para emular a operacao légica A (e-1égico). No
treinamento, use como otimizador:

a) Método GD.
b) Método SGD.

E.3.1.4. Crie uma MLP para emular a operagao légica V (ou-16gico). No
treinamento, use como otimizador:

a) Método GD.
b) Método SGD.

E.3.1.5. Considere uma MLP com n; = 3 camadas escondidas. Sendo &
uma dada funcao erro, calcule:

] Oe
S OWm—2’
Oe
2- W.

3.2 Aplicacao: Problema de Classificacao Bi-
naria
Em construcao
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Vamos estudar uma aplicagao de redes neurais artificiais em um problema de
classificacdo binaria nao linear.

3.2.1 Dados

Em construgao

Vamos desenvolver uma rede do tipo Perceptron Multicamadas (MLP) para
a classificagdo binaria de pontos, com base nos seguintes dados.

1 from sklearn.datasets import make_circles
2 import matplotlib.pyplot as plt

3

4plt.rcParams.update ({

5 "text .usetex": True,

6 "font.family": "serif",
7 "font.size": 14

8 3

9

10 # data

Il print ('data')

12n_samples = 1000

13 print(f'n_samples = {n_samples}')
14# X = points, y = labels

15X, y = make_circles(n_samples,
16 noise=0.03, # add mnoise

17 random_state=42) # random seed

18

19 fig = plt.figure ()

20ax = fig.add_subplot ()

21 ax.scatter(X[:,0], X[:,1], c=y, cmap=plt.cm.
coolwarm)

22 ax.grid ()

23 ax.set_xlabel ('$x 1$')

24 ax.set_ylabel ('$x_2$')

25 plt.show ()
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1.0 1 _o oD

Ef W&
LB X7

)

Figura 3.2: Dados para a o problema de classificagao binaria nao linear.

3.2.2 Modelo

Em construcao

Vamos usar uma MLP de estrutura 2-10-1, com funcao de ativacao

T ,x >0
elu(m):{ a(er—1) x<0 (3.12)

na camada escondida e

sigmoid(z) =

3.13
14 e® ( )

na saida da rede.

Para o treinamento e teste, vamos randomicamente separar os dados em um

) : k k : : k) (k
conjunto de treinamento {xErgin, yérgin}’giﬁ‘“ e um conjunto de teste {xges)t, yt(es)t et

com y = 0 para os pontos azuis e y = 1 para os pontos vermelhos.
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3.2.3 Treinamento e Teste

Em construgao

Cédigo 3.2: mlp_ classbin.py

l import torch

2 from sklearn.datasets import make_circles

3from sklearn.model_selection import
train_test_split

4 import matplotlib.pyplot as plt

5

6 # data

7print('data')

8n_samples = 1000
9print(f'n_samples = {n_samples}')

10# X = points, y = labels

11X, y = make_circles(n_samples,
12 noise=0.03, # add noise
13 random_state=42) # random seed

14

15 ## numpy -> torch

16X = torch.from_numpy(X).type(torch.float)

17y = torch.from_numpy(y).type(torch.float).reshape
(-1,1)

18

19 ## split into train and test datasets

20 print ('Data: train and test sets')

21 X_train, X_test, y_train, y_test =
train_test_split (X,

22

Yy
23

test_size=0.2,
24

random_state=42)
25 print(f'n_train = {len(X_train)}')
26 print(f'n_test = {len(X_test)l}')
27 plt.close ()

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

3.2. APLICACAO: PROBLEMA DE CLASSIFICACAO BINARIA 34

28 plt.scatter(X_train[:,0], X _ train[:,1], c=y_train,

29 marker='o', cmap=plt.cm.coolwarm,
alpha=0.3)

30 plt.scatter(X_test[:,0], X_test[:,1], c=y_test,

31 marker="'x', cmap=plt.cm.coolwarm)

32 plt.show ()
33

34 # model

35model = torch.nn.Sequential(
36 torch.nn.Linear (2, 10),
37 torch.nn.ELU(),

38 torch.nn.Linear (10, 1),
39 torch.nn.Sigmoid ()

40 )

41

42 # loss fun

43 1loss_fun = torch.nn.BCELoss ()

44

45 # optimizer

46 optimizer = torch.optim.SGD(model.parameters (),
47 lr = le-1)

48

49 # evaluation metric

50 def accuracy_fun(y_pred, y_exp):

51 correct = torch.eq(y_pred, y_exp).sum().item()
52 acc = correct/len(y_exp) * 100

53 return acc

o4

95 # train

56n_epochs = 10000

57n_out = 100

58

59 for epoch in range(n_epochs):
60 model.train ()

61

62 y_pred = model(X_train)

63

64 loss = loss_fun(y_pred, y_train)
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66 acc = accuracy_fun(torch.round(y_pred),

67 y_train)

68

69 optimizer.zero_grad ()

70 loss.backward ()

71 optimizer.step ()

72

73 model .eval ()

74

75 #testing

76 if ((epoch+1) % n_out == 0):

7 with torch.inference _mode ():

78 y_pred_test = model (X_test)

79 loss_test = loss_fun(y_pred_test,

80 y_test)

81 acc_test = accuracy_fun(torch.round(
y_pred_test),

82 y_test)

83

84 print (f '{epoch+1}: loss = {loss:.5e},
accuracy = {acc:.2f}%"')

85 print (f'\ttest: loss = {loss:.5e},

accuracy = {acc:.2f}%\n"')

3.2.4 Verificacao

Em construcao

Para a verificacao, testamos o modelo em uma malha uniforme de 100 x 100
pontos no dominio [—1, 1]>. Consulte a Figure 3.3.
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Figura 3.3: Verificacdo do modelo de classificacao binaria.
1# malha de pontos
2xx = torch.linspace(-1.1, 1.1, 100)
3Xg, Yg = torch.meshgrid(xx, xx)
4
O# walores estimados
6Zg = torch.empty_like (Xg)
7for i,xg in enumerate (xx):
8 for j,yg in enumerate (xx):
9 z = model (torch.tensor ([[xg, ygll)).detach
O
10 Zgl[i, j]l] = torch.round(z)
11

12 # visualizacgdo

13fig = plt.figure()

l1ax = fig.add_subplot ()

15 ax.contourf (Xg, Yg, Zg, levels=2, cmap=plt.cm.
coolwarm, alpha=0.5)

16 ax.scatter (X[:,0], X[:,1], c=y, cmap=plt.cm.
coolwarm)
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17 plt.show()

3.2.5 Exercicios

Em construgao

3.3 Aplicacao: Aproximacao de Funcgoes

Redes Perceptron Multicamadas (MLPs) sdo aproximadoras universais. Nesta
secao, vamos aplica-las na aproximagao de fungoes uni- e bidimensionais.

3.3.1 Funcao unidimensional

Vamos criar uma MLP para aproximar a funcao

y = sen(mx), (3.14)
para x € [—1,1].
10T — fun TN
model
05 , \
= 0.0 \
/
051\
\ y
~1.0 >
~1.0 —05 0.0 0.5 1.0

T

Figura 3.4: Aproximacao da MLP da funcao y = sen(mz).

Cédigo 3.3: mlp_apfun_ 1d
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38

l import torch

2 import matplotlib.pyplot as plt
3
4 # modelo
-

9
6 model = torch.nn.Sequential ()

7model.add_module('layer_1', torch.nn.Linear(1,25))

8model.add _module('fun_1', torch.nn.Tanh())

9model.add module('layer_ 2', torch.nn.Linear (25,25)

)
10 model.add _module('fun _2', torch.nn.Tanh())

Il model.add_module('layer_3', torch.nn.Linear(25,1))

12

13 # treinamento

14

15 ## fun obj

16 fun = lambda x: torch.sin(torch.pix*x)

l7a = -1.

18b = 1.

19

20 ## optimizador

21 optim = torch.optim.SGD(model.parameters (),

22 lr=1e-1, momentum=0.9)
23

24 ## num de amostras por época

25ns = 100

26 ## num max épocas

27 nepochs = 5000

28 ## tolerdncia

29 tol = l1le-5

30

31 ## amostras de wvalidacado

32 X_val = torch.linspace(a, b, steps=100) .reshape
(-1,1)

33y_vest = fun(X_val)

34

35 for epoch in range(nepochs):

36
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37 # amostras

38 X_train = (a - b) * torch.rand((mns,1)) + b
39 y_train = fun(X_train)

40

41 # forward

42 y_est = model (X_train)

43

44 # erro

45 loss = torch.mean((y_est - y_train) **2)

46

47 print (f '{epoch}: {loss.item():.4e}"')

48

49 # backward

50 optim.zero_grad()

51 loss.backward ()

52 optim.step ()

53

o4 # wvalidacao

55 y_val = model(X_val)

56 loss_val = torch.mean((y_val - y_vest) *x*2)
57 print (f"\tloss_val = {loss_val.item():.4e}")
58

59 # critério de parada

60 if (loss_val.item() < tol):

61 break

62

63

64 # verificacgdo

65fig = plt.figure()

66 ax = fig.add_subplot ()

67

68x = torch.linspace(a, b,

69 steps=100) .reshape(-1,1)
70

71 y_esp = fun(x)

72 ax.plot(x, y_esp, label='fun')
73

74y_est = model(x)
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75 ax.plot(x, y_est.detach(), label='model')
76

77 ax.legend ()

78 ax.grid ()

79 ax.set_xlabel('x")

80 ax.set_ylabel('y"')

81 plt.show ()

3.3.2 Funcao bidimensional

Vamos criar uma MLP para aproximar a fun¢do bidimensional
y = sen(mxy) sen(mes), (3.15)

para (z1,29) € D := [—1, 1]

Vamos usar uma arquitetura de rede 2 — n,, x 3 — 1 (duas entradas, 3
camadas escondidas com n, neurdnios e uma saida). Nas n;, = 3 camadas
escondidas, vamos usar a tangente hiperbdlica como func¢ao de ativacgao.

Para o treinamento, vamos usar o erro médio quadratico como fungao erro

1 i ~(S S
e=—> 3" —yVP, (3.16)

s s=1

onde, a cada época, n, pontos randdmicos? {m(s)} C D sao usados para gerar
Ns

o conjunto de treinamento {(9:(5), y(s))}

s=1

2Em uma distribuicdo uniforme.
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Figura 3.5: Aproximagdo MLP da fun¢do y = sen(mx;)sen(mxs). Linhas:
isolinhas da funcao. Mapa de cores: MLP. Estrelas: pontos de treinamentos
na tultima época.

Codigo 3.4: mlp_apfun_ 2d

1 import torch

2

3 # modelo

4 nn = 50

5 model = torch.nn.Sequential ()

6 model.add _module('layer_1', torch.nn.Linear (2,nn
))

7 model.add module('fun 1', torch.nn.Tanh())

8 model.add_module('layer_2', torch.nn.Linear (nn,
nn) )

9 model.add _module('fun 2', torch.nn.Tanh())

10 model.add_module('layer_3', torch.nn.Linear (nn,
nn))

11 model.add _module('fun 3', torch.nn.Tanh())

12 model.add _module(f'layer_4', torch.nn.Linear (nn
,1))
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13

14 # treinamento

15

16 ## fum obyj

17  def fun(xl, x2):

18 return torch.sin(torch.pi*xl) x \

19 torch.sin(torch.pi*x2)

20

21 x1l a = -1.

22 x1 b =1

23

24 x2_a = -1.

25 x2 b = 1.

26

27

28 ## optimizador

29  optim = torch.optim.SGD(model.parameters (),

30 lr=1e-1, momentum=0.9)

31

32 ## num de amostras por época

33 mns = 20

34  ## num mazxz épocas

35 mnepochs = 50000

36 ## tolerancia

37 tol = le-4

38

39 ## amostras de wvalidacado

40 n_val = 50

41 x1 = torch.linspace(xl_a, x1_b, steps=n_val)

42 x2 = torch.linspace(x2_a, x2 b, steps=n_val)

43 X1 val, X2 _val = torch.meshgrid(xl, x2, indexing
='ij")

44 X _val = torch.hstack((X1_val.reshape(n_val*x*2,1)

45 X2 _val.reshape(n_val*x*2,1)
))

46 Y _vest = fun(X1l_val, X2 _val).reshape(-1,1)

47
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48 for epoch in range(nepochs):

49

50 # amostras

51 X1 = (x1_b - x1_a) * torch.rand(ns**x2, 1) +
x1l_a

52 X2 = (x2_b - x2 a) * torch.rand(ns**x2, 1) +
X2 _a

53 # X1, X2 = torch.meshgrid(zl, z2, indezing='
15 "')

54 X train = torch.hstack((X1, X2))

55 Y train = fun(X1, X2).reshape(-1,1)

56

o7

58 # forward

59 Y est = model(X_train)

60

61 # erro

62 loss = torch.mean((Y_est - Y_train)**2)

63

64 if (epoch % 100 == 0):

65 print (f '{epoch}: {loss.item():.4el}"')

66

67 # backward

68 optim.zero_grad ()

69 loss.backward ()

70 optim.step ()

71

72 # wvalidacao

73 if (epoch % 100 == 0):

74 Y val = model (X val)

75 loss_val = torch.mean((Y_val - Y _vest)
*%2)

76

7 print (f"\tloss_val = {loss_val.item():.4
e}r")

78

79 # critério de parada

80 if (loss_val.item() < tol):
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81 break
82

3.3.3 Exercicios
E.3.3.1. Crie uma MLP para aproximar a fungdo gaussiana
y=e" (3.17)

para x € [—1,1].

E.3.3.2. Crie uma MLP para aproximar a fungdo y = sin(x) para = €
[—7, 7).

E.3.3.3. Crie uma MLP para aproximar a fungdo y = sin(x) + cos(x) para
z € [0, 27].

E.3.3.4. Crie uma MLP para aproximar a fungao gaussiana
z = @) (3.18)

para (z,y) € [~1, 1]2

E.3.3.5. Crie uma MLP para aproximar a fun¢ao y = sin(z) cos(xs) para
(1, 29) € [0, 7] x [—m,0].

E.3.3.6. Crie uma MLP para aproximar a funcao y = sin(x;) + cos(xs) para
(1‘1, 1’2) € [—27T, 271’]

3.4 Diferenciacao Automatica

Diferenciacdo automatica é um conjunto de técnicas para a computa-
¢ao de derivadas numéricas em um programa de computador. Explora-se o
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fato de que um programa computacional executa uma sequéncia de opera-
¢Oes aritméticas e fungoes elementares, podendo-se computar a derivada por
aplicacoes da regra da cadeia.

PyTorch computa o gradiente (derivada) de uma fungao f : R” — R a partir
de seu grafo computacional. Os gradientes sao computados por retropro-
pagacao. Por exemplo, para a computacao do gradiente

Vi) =L (3.19)

r=x0

primeiramente, propaga-se a entrada xo pela funcao computacional f, obtendo-
se y = f(xp). Entdo, o gradiente é computado por retropropagagao.

Exemplo 3.4.1. Consideramos a fungio f(z) = sen(wz) e vamos computar

(o) = — (3.20)

por diferenciagao automatica.

Antes, observamos que, pela regra da cadeia, denotamos u = mx e calculamos

a  d du
— = — - 21
dr  du sen(u) dx (3:21)
= cos(u) -7 (3.22)
= 7 cos(mr) (3.23)
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Figura 3.6: Grafo computacional da diferenciagdo automética de f(z) =

sen(mx).

Agora, observamos que a computagao de f(x) pode ser representada pelo
grafo de propagacao mostrado na Figura 3.6. Para a computagao do gradi-
ente, adicionamos uma variavel ficticia z = y. Na retropropagagao, compu-
tamos

dz

a =1 (3.24a)
dz dydz
“du  dudy
d
=4 [sen(u)] -1
= cos(u) (3.24b)
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dz dudz

coe e 24

“dr” dvdu (3.24c)
d
= %[m:]cos(u) (3.24d)
dy

= =2, 3.24

7 cos(mx) T (3.24e)
3 === f

—_—

""" autograd

T T T T T T T T T
-1.00 -0.75 —-0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
x

Figura 3.7: Comparacao entre as diferenciagoes analitica (f’) e automatica
(autograd).

Codigo 3.5: mlp_autograd_dfld
1l import torch
2
3# input
4x = torch.linspace(-1., 1., steps=50).reshape
(-1,
S5 # requires grad

6x.requires_grad = True

7

8 # output

9y = torch.sin(torch.pixx)
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10

11 # compute gradients

12y.backward (gradient=torch.ones_like (y))
13

14 # dy/dz

15dydx = x.grad

A computagao do gradiente também acaba por construir um novo grafo (con-
sulte Figura 3.6). Este, por sua vez, pode ser usado para a computagao da
diferenciacao automatica de segunda ordem, i.e. para a derivagao de segunda
ordem.

Exemplo 3.4.2. Consideramos a fungdo y = sen(wmz). No exemplo an-
terior, computamos dy/dxr = mcos(mz) por diferenciagdo automética. No
Codigo 3.5, os gradientes foram computados com o comando

ly.backward(gradient=torch.ones_like (y))
2dudx = x.grad

Alternativamente, podemos usar

1 dydx = torch.autograd.grad/(

‘ v, %,
grad_outputs=torch.ones_like(y),
retain_graph=True,
create_graph=True) [0]

NS

L

U = W

Este comando computa dy/dx, mas avisa o PyTorch que os grafos compu-
tacionais sejam mantidos e que um novo grafo seja gerado da retropropaga-
¢ao. Com isso, podemos computar o gradiente do gradiente, como no codigo
abaixo.
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Figura 3.8: Comparagao entre as diferenciagoes analitica (f/, f”) e automé-
tica (dydx, d2ydx2).

Codigo 3.6: mlp_autograd_d2fld
1l import torch
2
3# input
4x = torch.linspace(-1., 1., steps=50).reshape
(-1,
5 # requires grad

6x.requires_grad = True

7

8# output

9y = torch.sin(torch.pix*x)

10
11 # compute gradients
12dydx = torch.autograd.grad(

13 y, X,

14 grad_outputs=torch.ones_like(y),
15 retain_graph=True,

16 create_graph=True) [0]

17
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18 d2ydx2 = torch.autograd.grad(
19 dydx, x,
20 grad_outputs=torch.ones_like (dydx)) [0]

3.4.1 Autograd MLP

Os conceitos de diferenciagao automaética (autograd) sao diretamente esten-
didos para redes do tipo Perceptron Multicamadas (MLP, do inglés, Muiti-
layer Perceptron). Uma MLP é uma composigdo de fungoes definidas por
parametros (pesos e biases). Seu treinamento ocorre em duas etapas®:

1. Propagacao (forward): os dados de entrada sdo propagados para todas
as fungoes da rede, produzindo a saida estimada.

2. Retropropagagao (backward): a computacio do gradiente do erro?

em relagdo aos parametros da rede é realizado coletando as derivadas
(gradientes) das fungoes da rede. Pela regra da cadeia, essa coleta é feita
a partir da camada de saida em dire¢ao a camada de entrada da rede.

No seguinte exemplo, exploramos o fato de MLPs serem aproximadoras uni-
versais e avaliamos a derivada de uma MLP na aproximacao de uma fungao.

Exemplo 3.4.3. Vamos criar uma MLP
g=N(z; (W00, f0)" ), (3.25)

n
=1
que aproxima a func¢ao

y =sen(mx), = € [—1,1]. (3.26)

Em seguida, computamos, por diferenciacao automatica, o gradiente

dy

— =V, 3.27

Y VN ) (3:27)
e comparamos com o resultado esperado

d

% = mcos(mx). (3.28)

3Para mais detalhes, consulte a Subsecdo 3.1.1.
4Medida da diferenca entre o valor estimado e o valor esperado.
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Figura 3.9: Comparagao da diferenciacao automatica da MLP com a derivada
analitica f'(x) = 7 cos(mz).

Codigo 3.7: mlp_autograd_apfunld.py

1l import torch

2 from torch import nn

3from torch import autograd

4

5# modelo

6

7model = torch.nn.Sequential ()

8model.add_module('layer_1', torch.nn.Linear (1,25))

9model.add module('fun_ 1', torch.nn.Tanh())

10 model.add_module('layer_2', torch.nn.Linear (25,25)
)

11 model.add module('fun 2', torch.nn.Tanh())

12 model.add_module('layer_3', torch.nn.Linear (25,1))

13

14 # tretnamento

15
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16 ## fum obj

17 fun = lambda x: torch.sin(torch.pix*x)

18a = -1.

19 = 1.

20

21 ## optimizador

22 optim = torch.optim.SGD(model.parameters (),

23 lr=1e-1, momentum=0.9)

24

25 ## num de amostras por época

26 ns = 100

27 ## mum max épocas

28 nepochs = 5000

29 ## tolerancia

30 tol = 1le-5

31

32 ## amostras de wvalidacado

33 X_val = torch.linspace(a, b, steps=100) .reshape
(-1,1)

34y_vest = fun(X_val)

35

36 for epoch in range(nepochs):

37

38 # amostras

39 X train = (a - b) * torch.rand((ns,1)) + D
40 y_train = fun(X_train)

41

42 # forward

43 y_est = model(X_train)

45 # erro

46 loss = torch.mean((y_est - y_train)**2)
47

48 print (f '{epoch}: {loss.item():.4e}"')

49

50 # backward

51 optim.zero_grad ()

52 loss.backward ()
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53 optim.step ()

54

25 # wvalidacado

56 y_val = model(X_val)

57 loss_val = torch.mean((y_val - y_vest) **2)
58 print (f"\tloss_val = {loss_val.item():.4e}")
59

60 # critério de parada

61 if (loss _val.item() < tol):

62 break

63

64 # autograd MLP

65 X_val .requires_grad = True

66 # forward

67y_val = model(X_val)

68 # gradient

69 dydx = autograd.grad(

70 y_val, X_val,

71 grad_outputs=torch.ones_like(y_val)) [0]

3.4.2 Exercicios

E.3.4.1. Por diferenciagdo automatica, compute o gradiente (a derivada)
das seguintes fungoes

a) f(r) = 2* — 2z + 1 para valores = € [-2,2].
b) g(z) = cos®(x) para valores x € [0, 27].

¢) h(x) =In(z — 1) para valores z € (—1,2].
d) u(t) = e " sen(t) para valores t € [, 7).

Em cada caso, compare os valores computados com os valores esperados.

E.3.4.2. Em cada item do Exercicio 3.4.1, faca um fluxograma dos gra-
fos computacionais da propagacao e da retropropagacao na computagao dos
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gradientes.

E.3.4.3. Em cada item do Exercicio 3.4.1, compute a derivada de segunda
ordem da func¢ao indicada. Compare os valores computados com os valores
esperados.

E.3.4.4. Por diferenciacao automéatica, compute os gradientes das seguintes
funcoes:

a) f(z,y) = 2* +5* para valores (,y) € [—1, 1]

b) g(z,y) = e”sen(zy) para valores (z,y) € (—1,2) x (0, 7).

Em cada caso, compare os valores computados com os valores esperados.

E.3.4.5. Para as fungoes de cada item do Exercicio 3.4.6, compute:
92
a) —s.
Ox?
82

b) Oxdy’

82

C) 873/2

Compare os valores computados com os valores esperados.

E.3.4.6. FEm cada item do Exercicio 3.4.6, compute o laplacino A =
¥ + %) da funcio indicada. C 1 tad

(W + aT;?) a funcao indicada. Compare os valores computados com os

valores esperados.

E.3.4.7. Seja a funcao f : R? — R? definida por

2 _ .2
|ry* =27y +6
flo,y) = [x—i—w?y?)—?] (3.29)
no dominio D = [—1,2] x [1, 3]. Por diferenciacao automéatica e para valores
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95

no dominio da funcao, compute:

a)

Vfl(l', y)
Vf2($7 y)
> fi
ox?’

> fi
Oxdy

>’ f
oy

O fy
ox?’

P f
Oxdy

P f

oy?
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Capitulo 4

Redes Informadas pela Fisica

[[tag:construcaol]

Redes neurais informadas pela fisica (PINNs, do inglés, physics-informed
neural networks) sdo métodos de deep learning para a solucao de equacoes
diferenciais.

4.1 Aplicacao: Equacao de Poisson

Vamos criar uma MLP para resolver o problema de Poisson'

—Au=f zeD=(-1,1) (4.1a)
u=0, x € 9D, (4.1b)

com fonte dada
f(z1,15) = 7% sen(wx;) sen(may). (4.2)

No treinamento, vamos usar a fungao erro baseada no residuo da equagao
de Poisson (4.1a) e nas condig¢des de contorno (4.1b). Mais especificamente,
assumimos a fun¢ao erro

1 Tssin N 1 e B
© T e ; R (@) + o ; @ |?, (4.3)
residuo c.c.
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onde o residuo é definido por
R (@) = f + Aal. (4.4)

Ns,cc

A cada época, conjuntos de pontos {m(s)}ns’;n CDe {x(s)} C 0D sao

s=1

randomicamente gerados com distribuicao uniforme.
Observacao 4.1.1. O problema de Poisson (4.1) tem solugao analitica
u(zy, xe) = sen(mzy ) sen(mwxs). (4.5)

E importante observar que o treinamento da MLP nao depende de conhe-
cermos a solugdo. Aqui, vamos usa-la apenas para compararmos a solugao
MLP com a analitica.

1.000
0.75 0.778
0.50 0.556
0.95 0.333

0.111

£ 0.00 o111

—0.25 —0.333
~0.50 —0.556
075 | —0.778

) —1.000
_1.00 1

Figura 4.1: Aproximacao MLP da funcao solu¢ao do problema de Poisson
(4.1). Linhas: isolinhas da solugdao analitica. Mapa de cores: solu¢gao MLP.
Estrelas: pontos de treinamentos na tltima época.

Codigo 4.1: py_ pinn_ poisson

1 import torch
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2 from torch import pi, sin

3

1 # modelo

5 nn = 50

6 model = torch.nn.Sequential ()

7 model.add _module('layer_1', torch.nn.Linear (2,nn
))

8 model.add module('fun_ 1', torch.nn.Tanh())

9 model .add_module('layer_2', torch.nn.Linear (nn,
nn))

10 model.add module('fun 2', torch.nn.Tanh())

11 model.add _module('layer_3', torch.nn.Linear (nn,
nn) )

12 model.add module('fun 3', torch.nn.Tanh())

13 model.add _module('layer_4', torch.nn.Linear (nn
,1))

14

15 # otimizador

16  optim = torch.optim.SGD(model.parameters (),

17 lr = 1e-3, momentum=0.9)

18

19 # fonte

20 def f(x1, x2):

21 return 2.*pi**2xsin(pi*xl)*sin(pi*x2)

22

23 # treinamento

24 ns_in = 400

25 mns_cc = 20

26 nepochs = 50000

27 tol = 1le-3

28

29 ## pontos de wvalidacdo

30 ns_val = 50

31 x1_val = torch.linspace(-1., 1., steps=ns_val)

32 x2 _val = torch.linspace(-1., 1., steps=ns_val)

33 X1 _val, X2_val = torch.meshgrid(xl_val, x2_val,

indexing='ij"')

X _val

torch.hstack ((X1_val.reshape(ns_val

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

CAPITULO 4. REDES INFORMADAS PELA FISICA 59

w2 1))
35 X2 _val.reshape(ns_val
**2,1)))

37 for epoch in range(nepochs):

38

39 # forward

40 X1 = 2.*xtorch.rand(ns_in, 1) - 1.
41 X2 = 2.xtorch.rand(ns_in, 1) - 1.
42 X = torch.hstack((X1, X2))

43 X.requires_grad = True

44

45 U = model (X)

46

47 # gradientes

48 D1U = torch.autograd.grad/(

49 U, X,

0 grad_outputs=torch.ones_like (U),
retain_graph=True,
create_graph=True) [0]

D2UX1 = torch.autograd.grad(
D1U[:,0:1], X,
grad_outputs=torch.ones_like(D1U[:,0:1])

5 =

¢

Ut Ot Ot Ot Ot Ot
C w N

ot

(@)

retain_graph=True,
create_graph=True) [0]

|

ot Ot Ot Ot

8 D2UX2 = torch.autograd.grad(

9 D1U[:,1:2], X,

60 grad_outputs=torch.ones_like(D1U[:,1:2])
61 retain_graph=True,

62 create_graph=True) [0]

63

64 # fonte

65 F = £f(X1, X2)

66

67 # loss pts tnternos

68 lin = torch.mean((F + D2UX1[:,0:1] + D2UX2
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[:,1:2]) %%2)

69

70 # contornos

71 ## c.c. 1

72 X1 = 2.xtorch.rand(ns_cc, 1) - 1.

73 Xccl = torch.hstack((X1, -torch.ones((ns_cc
,1))))

74 Uccl = model (Xccl)

75

76 ## c.c. 3

77 Xcc3 = torch.hstack((X1, torch.ones((ns_cc
,1))))

78 Ucc3 = model (Xcc3)

79

80 ## c.c. 4

81 X2 = 2.*xtorch.rand(ns_cc, 1) - 1.

82 Xccd = torch.hstack((-torch.ones((ns_cc,1)),
X2))

83 Ucc4 = model (Xcc4d)

84

85 ## c.c. 2

86 Xcc2 = torch.hstack((torch.ones((ns_cc,1)),
X2))

87 Ucc2 = model (Xcc2)

88

89 # loss cc

90 lcc = 1./(4.xns_cc) * torch.sum(Ucclx**x2 +

Ucc2**2 + Ucc3**x2 + Uccdx*xx2)
91

92 # loss

93 loss = 1lin + 1lcc

94

95 if ((epoch % 500 == 0) or (loss.item() < tol
)):

96 print (f '{epoch}: loss = {loss.item():.4e
)

97

98 if (loss.item() < tol):
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99 break
100
101 optim.zero_grad ()
102 loss.backward ()
103 optim.step ()
4.1.1 Exercicios
E.4.1.1. Crie uma MLP para resolver
—Au = 0, z € D= (07 1)2a (46)
u(ry,0) = 21(1 —21),0 < 2y < 1, (4.7)
u(l,g) = 22(1 — 22),0 < 25 < 1, (4.8)
u(zy, 1) =21(1 —x1),0 <y < 1, (4.9)
u(0,9) = 22(1 — 29),0 <y < 1 (4.10)
4.2 Aplicacao: Equacao do Calor
Em construgao
Consideramos o problema
U = Ugy + f, (L) € (0,1] x (=1,1), (4.11a)
u(0,x) = sen(mwz),z € [—1,1], (4.11b)
u(t,—1) =u(t,1) = 0,t € (to, tf], (4.11c)

onde f(t,z) = (7*—1)e 'sen(rz) é a fonte. Este problema foi manufaturado

a partir da solugao
u(t,z) = e 'sen(mx).

Codigo 4.2: mlp_calor_autograd.py
1l import torch
2 from torch import pi, sin, exp
3from collections import OrderedDict
4 import matplotlib.pyplot as plt
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)

6 # modelo
7hidden = [50]%8
S activation = torch.nn.Tanh()

9layerList = [('layer_O', torch.nn.Linear (2, hidden
[(01)),

10 ('activation 0', activation)]

11 for 1 in range(len(hidden) -1):

12 layerList.append ((f'layer_{1+1}',

13 torch.nn.Linear (hidden[1],
hidden[1+1])))

14 layerList.append ((f'activation {1+1}',
activation))

15 layerList .append ((f'layer_{len(hidden)}', torch.nn
.Linear (hidden([-1], 1)))

16 #layerList.append ((f'activation_{len(hidden)}',
torch.nn.Sigmoid ()))

17 layerDict = OrderedDict (layerList)

18 model = torch.nn.Sequential (OrderedDict (layerDict)
)

19

20# otimizador

21 # optim = torch.optim.SGD(model.parameters (),

22 # lr = 1e-3, momentum
=0.85)

23 optim = torch.optim.Adam(model.parameters (),

24 lr = 1le-2)

25 scheduler = torch.optim.lr_scheduler.
ReducelLROnPlateau (optim,

26

factor=0.1,
27
patience=100)

28

29 # treinamento

30nt = 10

31 tt torch.linspace(0., 1., nt+1)

32 nx 20
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33xx = torch.linspace(-1., 1., nx+1)
34T,X = torch.meshgrid(tt, xx, indexing='ij"')

35tt = tt.reshape(-1,1)
36 xx = xx.reshape(-1,1)
37

3838ic = torch.hstack((torch.zeros like(xx), xx))

39 Uic sin(pi*xx)

10

11 SbcO = torch.hstack((tt[1:,:], -1.*torch.ones like
(et [1:,:1)))

42 UbcO = torch.zeros_like(tt[1:,:])

43

141 8bcl = torch.hstack((tt[1:,:], 1.xtorch.ones like(
tt[1:,:1)))

15 Ubcl = torch.zeros_ like(tt[1:,:])

46

A7tin = tt[1:, :]

18 xin = xx[1:-1,:]

19 8in = torch.empty ((nt*(nx-1), 2))

0Fin = torch.empty((nt*(nx-1), 1))
s =0
for i,t in enumerate(tin):

VI \V)

for j,x in enumerate(xin):
Sin[s,0] =t
Sin[s,1] = x

ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot
o s D

6 Fin[s,0] = (pi*x*2 - 1.)*exp(-t)*sin(pix*x)

7 s += 1

8tin = torch.tensor(Sin[:,0:1], requires_grad=True)
9xin = torch.temnsor(Sin[:,1:2], requires_grad=True)
60 Sin = torch.hstack ((tin,xin))

fo))
(@)
—_

62 nepochs = 50001

63 tol = le-4

64 nout = 100

65

66 for epoch in range (nepochs):
67

68 # loss
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70 ## c. 7.

71 Uest = model(Sic)

72 lic = torch.mean ((Uest - Uic) *%*2)

73

74 ## residual

75 U = model(Sin)

76 U_t = torch.autograd.grad(

7 U, tin,

78 grad_outputs=torch.ones_like (U),
79 retain_graph=True,

80 create_graph=True) [0]

81 U_x = torch.autograd.grad(

82 U, xin,

83 grad_outputs=torch.ones_like (U),
84 retain_graph=True,

85 create_graph=True) [0]

86 U_xx = torch.autograd.grad(

87 U x, xin,

88 grad_outputs=torch.ones_like (U_x),
89 retain_graph=True,

90 create_graph=True) [0]

91 res = U_t - U_xx - Fin

92 lin = torch.mean (res*%2)

93

94 ## c.c. © = -1

95 Uest = model (SbcO0)

96 1bcO = torch.mean(Uest**2)

97

98 ## c.c. © = 1

99 Uest = model (Sbcl)

100 lbcl = torch.mean(Uest*x%*2)

2 loss = 1lin + lic + 1bcO + 1bcil

104 lr = optim.param_groups[-1]['1lr']
105 print (f '{epoch}: loss = {loss.item():.4e}, 1lr
= {1r:.4e}")
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106

107 # backward

108 scheduler.step(loss)

109 optim.zero_grad()

110 loss.backward ()

111 optim.step ()

112

113

114 # output

115 if ((epoch % mnout == 0) or (loss.item() < tol)
) :

116 plt.close ()

117 fig = plt.figure(dpi=300)

118 nt = 10

119 tt = torch.linspace(0., 1., nt+1)

120 nx = 20

121 xx = torch.linspace(-1., 1., nx+1)

122 T,X = torch.meshgrid(tt, xx, indexing='ij'
)

123 Uesp = torch.empty_like(T)

124 M = torch.empty (((nt+1)*(nx+1) ,2))

125 s =0

126 for i,t in enumerate(tt):

127 for j,x in enumerate (xx):

128 Uespl[i,j] = exp(-t)*sin(pixx)

129 M[s,0] =t

130 M[s,1] = x

131 s += 1

132 Uest = model (M)

133 Uest = Uest.detach() .reshape(nt+1,nx+1)

134 12rel = torch.norm(Uest - Uesp)/torch.norm
(Uesp)

135

136 ax = fig.add_subplot ()

137 cb = ax.contourf (T, X, Uesp,

138 levels=10)

139 fig.colorbar (chb)

140 cl = ax.contour (T, X, Uest,
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141 levels=10, colors='white')

142 ax.clabel(cl, fmt='%.1f"')

143 ax.set_xlabel ('$t$"')

144 ax.set_ylabel ('$x$"')

145 plt.title(f'{epoch}: loss = {loss.item()
:.4e}, 12rel = {12rel:.4de}"')

146 plt.savefig(f'./results/sol_{(epoch//nout)
:0>6}.png')

147

148 if ((loss.item() < tol) or (lr < 1le-6)):

149 break

4.3 PINN com Parametro a Determinar

Em construcao

Vamos considerar uma equacgao diferencial
L(u;A) = f, x e D CR", (4.13)

onde L é um operador em fungoes u = u(z), A € R é um pardmetro a
determinar e f uma dada funcao fonte. Assumimos conhecidas condigoes
inicial e de contorno, bem como um conjunto de amostras

D= {(z),u®)}" (4.14)

s=1"
comz® € Deu® =u (x(s)).

Uma rede informada pela fisica (PINN, do inglés, Physics-informed neural
network) com parametro a determinar é uma rede neural

i = N(x; \), (4.15)

em que @ é a solucao estimada do modelo dado pela equacao diferencial (4.13)
com dadas condigoes inicial e de contorno, em que o parametro A é estimado
tal que

a® oy, (m(s)’u(s)) e D. (4.16)
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Figura 4.2: Esquema de uma PINN @ = N (z; \).

Considerando uma rede do tipo perceptron multicamadas (MLP, do inglés,
multilayer perceptron, consulte Fig. 4.2), seus pesos e biases sao treinados em
conjunto com parametro A de forma a minimizar a funcao de perda

frim S0 R (50

pts. internos

1 TNec

~ 2
o ; [lice = tce| (4.17)
c.i. & c.c.
Ng 9
e S [al® — w7,
s s

amostras

onde p > 0 é uma penalidade e
Ra(@) == f — L(u; A) (4.18)
¢ o residuo de (4.13).
Exemplo 4.3.1. Consideramos a equacao de Fisher?
U = Ugy + Au(l —w), (t,2) € (0,t5) x (0,1), (4.19)
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com o parametro A > 0 a determinar. Assumimos dadas condic¢do inicial

w(0,0) = ——_ aeo,], (4.20)

(1 + e\/§$>

e condigoes de contorno

up(t,0) = —— (4.21)

uy(t,0) = . (4.22)

Este problema tem solugao analitica [1]

uq(t, ) = ! : (4.23)

2
(1 + e\/gx_gkt)

Como exemplo de aplicacao de uma PINN com parametro a determinar,
vamos assumir o seguinte conjunto de amostras

D ={((t*,2) ,u@)}”i : (4.24)

com (t(s),m(s)) € {0.1,0.2,0.3} x {0.25,0.5,0.75} e u'® = u, (t(s),m(s)).
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1.0
0.8
0.6
R
T 0.4
0.2
—— Analitica t=00
——=- PINN
0.07 ® Amostras
T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Figura 4.3: Solucao PINN wversus analitica para A = 6.

Cédigo 4.3: ex_pinn_ fisher.py

1l import torch

2

3 # modelo
4nh = 4
5nn = 50

6 fun = torch.nn.Tanh()

7model = torch.nn.Sequential ()

8model.add _module('layer_1', torch.nn.Linear (2, nn)
)

9model.add module('fun_1', fun)

10 for 1 in range(2, nh+1):

11 model.add_module(f'layer_{1}', torch.nn.Linear
(nn, nn))
12 model .add_module(f'fun {1}', fun)

13 model.add_module(f'layer_{nh+1}', torch.nn.Linear (
nn, 1))

14

15 # parametro
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70

I6rgn = [56., 7]

17 model.1lmbda = torch.nn.Parameter (

18 data=(rgn[1] -rgn[0])*torch.rand (1) +rgn[0])

19

20# otimizador

21 optim = torch.optim.Adam(model.parameters (), 1r
=0.001)

22

23 # parametros do problema

24tf = 1.

25

26 # solucdo analitica

27 lmbda = torch.tensor ([6.])

28 def ua(t,x, lmbda=1lmbda):

29 return 1./(1.+torch.exp(torch.sqrt(lmbda/6.) *x

-5./6*1mbdax*t) ) **2
30
31 # condicdao intcial
32 def u0(x, lmbda=1lmbda):

33 return 1./(l.+torch.exp(torch.sqrt(lmbda/6) *x)

EX
34
35 # amostras

36ts = torch.tensor ([0.1, 0.2, 0.3])

37xs = torch.tensor ([0.25, 0.5, 0.75])

38T, X = torch.meshgrid(ts, xs, indexing='ij')
39Ss = torch.hstack((T.reshape(-1,1), X.reshape

(-1,1)))
40 Us_exp = ua(T, X).reshape(-1,1)
11
42 # treinamento
43 nepochs = 50000
44 to0l = 1le-5

45

16 eout = 100
47

48 sin = 50

49 penalty = 1lel
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71

N = O

w

ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ut Ut
O J O Ut =

a
(op
o ©

for

*%2)

epoch in range(nepochs):
# forward

## pts internos

tsin = tf*xtorch.rand(sin, 1)
xsin = torch.rand(sin, 1)

Sin = torch.hstack ((tsin, =xsin))
Sin.requires_grad = True

Uin = model (Sin)

## loss pts internos

DUin = torch.autograd.grad(
Uin, Sin,
torch.ones_like(Uin),
create_graph=True,
retain_graph=True) [0]

Uin_t DUin[:,0:1]

Uin_x DUin[:,1:2]

Uin_xx = torch.autograd.grad/(
Uin x, Sin,
torch.ones_like(Uin_x),
create_graph=True,
retain_graph=True) [0] [:,1:2]

lin = torch.mean((Uin_t - Uin_xx \

- model.1lmbda*xUin*(1-Uin))

## cond. wnicial
SO

xsin) )

Uo model (SO)
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86
87
88
89
90
91

92

93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110

111
112
113
114
115
116
117
118
119
120

xsin)))

xsin)))

## loss cond. wnicial

10 = torch.mean((U0 - uO(xsin)) *%*2)

## cond. de contorno

SbcO = torch.hstack((tsin, torch.zeros_ like(
Sbcl = torch.hstack((tsin, torch.ones_like(
Sbc = torch.vstack((SbcO, Sbcl))

Ubc_exp = ua(Sbc[:,0:1],Sbc[:,1:2])

Ubc_est = model (Sbc)

## loss cond. de contorno

lbc = torch.mean ((Ubc_est - Ubc_exp) **2)

## amostras

Us_est = model (Ss)

## loss amostras

ls = torch.mean((Us_est - Us_exp) **2)

## loss total

loss = 1lin + 10 + 1bc + penaltyx*ls

if ((epoch % eout == 0) or (loss.item() < tol)

print (f 'epoch: {epoch}, '\
+ f'loss={loss.item():.4e}, '\
+ f'lmbda={model.1lmbda.item():.3f}"')

if (loss.item() < tol):
break

optim.zero_grad ()
loss.backward ()

optim.step ()
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4.3.1 Exercicios

Em construgao

Exemplo 4.3.2. Considere o seguinte problema de valor inicial

—u” = Asen(nz), 0 <z <1, (4.25a)
u(0) = u(1) =0, (4.25b)

onde A > 0 é um parametro a determinar. Dadas as amostras
11 1 1
D=<(=,= -, V22 = 4.2
{G2) Gve) Gve)} (420

i = N(x;\) (4.27)

para estimar o parametro \ e a solu¢do em todo o dominio 0 < x < 1.

crie uma PINN

Exemplo 4.3.3. Considere o problema de Poisson?®

—Vu=M\ (z,y) € D= (-1,1) (4.28a)
u=0,(z,y) € D, (4.28Db)

onde A > 0 é um pardmetro a determinar. Dado que u(1/2,1/2) = 1/8, crie
uma PINN
i = N(z,y; \) (4.29)

para estimar o parametro A e a solu¢ao em todo o dominio D.

Exemplo 4.3.4. Considere o problema de calor

Uy = Mgy + (7% — Ve sen(nz), (t,z) € (0,1)% (4.30a)
u(0,x) = sen(mwz), x € [0, 1], (4.30b)
u(t,0) =u(t,1) =0, t €[0,1], (4.30c)

onde o coeficiente de difusao A > 0 é um parametro a determinar. Sabendo
que o problema tem solucao analitica

u(t,r) = e "sen(rz), (4.31)

escolha um conjunto de amostras D = {((t(s),x(s)) ,u(s))}nil tal que seja
possivel estimar A com uma PINN

@ =Ntz \). (4.32)
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Resposta dos Exercicios

E.2.1.3. Dica: verifique que sua matriz hessiana é positiva definida.

E.2.1.4. Dica: consulte a ligacao Notas de Aula: Matematica Numérica: 7.1
Problemas lineares.

E.2.2.1. (tanhz) = 1 — tanh® z

E.4.1.1. Dica: solugao analitica u(x1,xs) = x1(1 — z1) — z2(1 — x3).

E.4.3.0. A =72
E.4.3.0. A =1
E.4.3.0. A =1
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