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Prefacio

O site notaspedrok.com.br é uma plataforma que construi para o comparti-
lhamento de minhas notas de aula. Essas anotacoes feitas como preparacao
de aulas é uma prética comum de professoras/es. Muitas vezes feitas a ra-
biscos em rascunhos com validade tao curta quanto o momento em que sao
concebidas, outras vezes, com capricho de um diario guardado a sete cha-
ves. Notas de aula também sao feitas por estudantes - sdo anotagoes, fotos,
prints, entre outras formas de registros de partes dessas mesmas aulas. Essa
dispersao de material didatico sempre me intrigou e foi o que me motivou a
iniciar o site.

Com inicio em 2018, o site contava com apenas trés notas incipientes. De 14
para ca, conforme fui expandido e revisando os materais, o site foi ganhando
acessos de varios locais do mundo, em especial, de paises de lingua portugusa.
No momento, conta com 13 notas de aula, além de minicursos e uma colegao
de videos e audios.

As notas de Métodos de Elementos Finitos abordam tépicos introduto-
rios sobre o método de elementos finitos para equagoes diferenciais. Codigos
exemplos sao trabalhos em linguagem Python com a ajuda do pacote com-
putacional FEniCSx.

Aproveito para agradecer a todas/os que de forma assidua ou esporadica
contribuem com corregoes, sugestoes e criticas! ;)

Pedro H A Konzen

https://www.notaspedrok.com.br
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CAPITULO 1. PROBLEMAS UNIDIMENSIONAIS 1

Capitulo 1

Problemas Unidimensionais

1.1 Interpolacao e Projecao

Seja dado um intervalo I = [xg,z1] C R, xy # 1. O espago vetorial das
fungoes lineares em [ ¢ definido por

P(l):={v: v(xr) =co+crz, z € I, ¢o,c; € R}. (1.1)

Observamos que dado v € P;(I), temos que v é unicamente determinada
pelos valores
ap = v(zp),

oy = v(r). (1.2)

Como consequéncia, existe exatamente uma unica fun¢ao v € P;(I) para
quaisquer dados valores aq e . Desta observacao, introduzimos a chamada
base nodal (base lagrangiana') {g, 1} para P;(I), definida por

ae={ g 157 13

com i,j = 0,1. Consulte a Figura 1.1.

!Consulte mais em Notas de Aula: Matemdtica Numérica I: Interpolacdo de Lagrange.
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1.1. INTERPOLACAO E PROJECAO 2
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Figura 1.1: Base nodal para o espaco Pi([xg,x1]).

Com esta base, toda funcao v € P;(I) pode ser escrita como uma combinagao
linear das fungoes ¢g e 1 com coeficientes o e o (graus de liberdade),
ie.

v(x) = appo(T) + arpr (). (1.4)
Além disso, observamos que
Tr — T
= 1.5
ofa) = L (15)
T — X9
= ) 1.6
pr(a) = 2 (16)

Uma extensao do espago Pi(I) é o espago das fungdes lineares por par-
tes. Dado I = [ly, 1], lp # 1, consideramos uma partigao (malha) de I com
n + 1 pontos

I:{ZOIZL’Q,Z‘l,...,SL’n:ll} (17)
e, portanto, com n subintervalos I; = [z;_1,z;] de comprimento (tamanho
da malha) h; = z; — x;_1, i =1,2,...,n. Na malha Z definimos o seguinte

espaco das funcgoes lineares por partes

Vi={v: ve CO(I), vl € Pi(L), i=1,2,...,n}. (1.8)
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CAPITULO 1. PROBLEMAS UNIDIMENSIONAIS 3

Observamos que toda fungao v € V}, é unicamente determinada por seus valo-
res nodais {a; = v(x;)},. Reciprocamente, todo conjunto de valores nodas
{a;}_, determina unicamente uma fun¢do v € Vj,. Desta observagao, temos
que os valores nodais determinam os graus de liberdade com a base
nodal {p;}7_, para V}, definida por

L=y,
‘Pﬂ'(“’i):{ 0 ,itj (1.9)
com 1,5 =0,1,...,n. Ou seja, temos que
v(z) =Y a;0i(z). (1.10)
j=0

Podemos verificar que

(m—xi,l)/hi , L € [i,
QDZ(ZL‘) = (xiJrl — l’)/hi+1 , L € I/L'Jrl, (111)
0 , noutros casos

consulte, Figura 1.2. E notével que wi(z) tem suporte compacto I; U [;44.

%0 Pi %
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0.6 1

>
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Zo U T | T Tit1 " " Tp—1 Ty

T

Figura 1.2: Base nodal para o espago das funcoes lineares por parte.
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1.1. INTERPOLACAO E PROJECAO 4

1.1.1 Interpolacao

Em revisao

Interpolagdao é uma técnica de aproximagao de fungoes. Dada uma funcgao
continua f em I = [ly,l;], definimos o operador de interpolagao linear
7:C%I) =V, por

mf(x) = fx;)pi(x) (1.12)
§=0
Observamos que 7 f é igual a f nos nodos z;, 7 =0,1,2,...,n.

Exemplo 1.1.1. A Figura 1.3 ilustra a interpolagdo da fungao f(z) =
3sen(2mx) no espaco de elementos finitos V}, das fungoes lineares por par-
tes com 5 células.

3—\

3 \

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Figura 1.3: Interpolagao linear de f(x) = 3sen(27x) no espago de elementos
finitos V.

Cédigo 1.1: mefld_interp_lin

l from dolfinx import fem, mesh
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https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

CAPITULO 1. PROBLEMAS UNIDIMENSIONAIS 5

2 import ufl

3 import numpy as np

4 from mpidpy import MPI

5 import matplotlib.pyplot as plt
6

7T# malha

810 = 0.25

911 = 0.75

10 domain = mesh.create_interval (MPI.COMM_WORLD,

11 nx = 5,

12 points = [10, 11])
13x = ufl.SpatialCoordinate (domain)

14

15 # espago

16V = fem.FunctionSpace (domain, ('P', 1))
17

18 # fun

19 def fun(x, mod):

20 return 3.*mod.sin (2.*mod.pi*x)
21

22x = ufl.SpatialCoordinate (domain)

23 f _expr = fem.Expression(fun(x[0], ufl),

24 V.element.
interpolation_points ())

25

26 # interpolacdo

27 pif = fem.Function (V)

28 pif .interpolate (f_expr)

Agora, vamos buscar medir o erro de interpolagao, i.e. f — nf. Para tanto,
podemos usar a norma L? definida por

1/2
o]l 2y = (/I v d:zc) . (1.13)

Lembramos que valem a desigualdade triangular
v+ wllz2ry < [Jollzeery + lwll 2 (1.14)
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e a desigualdade de Cauchy-Schwarz>
/vadx < lollz2o w2, (1.15)
para qualquer fungoes v, w € L?(I).

Proposigao 1.1.1. (Erro da interpolacao linear) O interpolador 7 f : C°(I) —
Py (1) satisfaz as estimativas

If = 7 fll2ay < CR2)F Ml 2y, (1.16)
I(f =7 f) |2y < CRILf N 22y (1.17)

onde C' é uma constante e h = r1 — xg.

Demonstragdo. Denotemos o erro de interpolacao por e = f — 7w f. Do teo-
rema fundamental do calculo, temos

e(y) = e(x0) + / y ¢ (z) dr, (1.18)

onde e(xg) = f(xg) — mf(xg) = 0. Dali, usando a desigualdade de Cauchy-
Schwarz (1.15), temos

e(y) = /y e dx (1.19)

y

< [ |€|dx (1.20)
xo

< / 1. |¢| do (1.21)
I

< (/I 12 dac) v (/1 e dac) v (1.22)
— pV? (/1 ¢'2 d;c>1/2, (1.23)

donde
e(y)? < h/1€/2 dx = h||e'||%2(l). (1.24)

2Também conhecida como desigualdade de Cauchy-Bunyakovsky—Schwarz. Augustin-
Louis Cauchy, 1789 - 1857, matemadtico francés. Viktor Yakovlevich Bunyakovsky, 1804
- 1889, matematico Russo. Karl Hermann Amandus Schwarz, 1843 - 1921, matemético
alemao.
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Entao, integrando em I obtemos

ez = [ E@)dy < [ Mg dy = 1212y, (125)
ou seja, temos a seguinte desigualdade

lell 2y < hlle'llz2 (- (1.26)

Agora, observando que e(zy) = e(z1) = 0, o teorema de Rolle® garante a exis-
téncia de um ponto Z € I tal que €/(Z) = 0, donde do teorema fundamental
do calculo e da desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue

¢(y) = ¢(7) + /f’ ¢ do (1.27)
:/ye”dx (1.28)
< [ 1-]e"|dx (1.29)

I

1/2
< ht/? </ e"2) . (1.30)
I

Entao, integrando em I, obtemos
20y < W2l 1221y, (1.31)

a qual, observando que ¢’ = f”, equivale a segunda estimativa procurada,
i.e.

I =) 2y < ChI 2. (1.32)

Por fim, de (1.31) e de (1.26), obtemos a primeira estimativa desejada
If =7 fllzzay < CR2| "Nl 2y (1.33)
[

Vamos, agora, generalizar o resultado da Proposigao 1.1.1 para a interpolagao
no espaco V;, das fungoes lineares por parte.

O seguinte resultado fornece uma estimativa do erro de interpolagao em re-
lacado ao tamanho h; de cada elemento da malha.

3Michel Rolle, 1652 - 1719, matematico francés.
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Proposicao 1.1.2. O interpolador wf satisfaz as estimativas

1f =7 fll72y < C DR 72, (1.34)
=1

I =7 ) 22y < C DB 220y (1.35)
=1

(1.36)

Demonstracio. Ambas desigualdades seguem da desigualdade triangular e
da Proposicao 1.1.1. Por exemplo, para a primeira desigualdade, temos

If — 7Tf||2L2(1) <> IIf - 7Tf||%2(zi) (1.37)
i=1

<> ORI 2 ry- (1.38)
=1

]

1.1.2 Projecao L2
Em revisao

Dada uma fungdo f € L*(I), definimos o operador de projegiao L? P, :
L*(I) — V}, por

/I(f — Pyf)vde =0, YveV,. (1.39)

Como V}, é um espago de dimensao finita, a condi¢ao (1.39) é equivalente a

/I(f—th)cpidsz, i=0,1,---,n, (1.40)

onde @; é a i-ésima funcao base de V},. Além disso, como P, f € V}, temos

Pnf = i:fj@p (1.41)

J=0
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onde §;, 7 =0,1,...,n, sao n + 1 incognitas a determinar. Logo,
Lﬁf—BJMszo (1.42)
[ feide = [ Pifpids (1.43)
1 I
/f%’ dx :/ (Z fj%’) pidx (1.44)
I 1 \i=
Zéj/%%dl’:/f%d% (1.45)
j=0 Y
parat=0,1,... n.

Observamos que (1.45) consiste em um sistema de n + 1 equagoes lineares
para as n+1 incégnitas §;, 7 = 0,1, ..., n. Este, por sua vez, pode ser escrito
na seguinte forma matricial

ME = b, (1.46)

onde M = [m;;]}'/2) ¢ chamada de matriz de massa

I
e b= (by,b1,...,b,) é chamado de vetor de carregamento
@:/j%m. (1.48)
I

Ou seja, a projecao L% de f no espaco Vj, é

Pyf = ZngOJW (1'49)
=0

onde & = (&0, &1, - -, &n) € solugao do sistema (1.46).

Exemplo 1.1.2. A Figura 1.4 ilustra a projecio L? da fungao f(z) =
3sen(2mz) no espago V;, das fungdes lineares por partes em uma malha uni-
forme do intervalo I = [1/4,3/4] com n = 4 subintervalos (5 células).
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3 _
\ Ppf

> 0 N
_1 . N
21 \\\\\
\\
—3 4 \_
0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

X

Figura 1.4: Projegao L? de f(z) = 3sen(2mx) no espaco V; das funcoes
lineares por partes sobre uma malha com 5 células.

Codigo 1.2: ex_mefld_proj.py
1 from dolfinx import fem, mesh
2from dolfinx.fem.petsc import LinearProblem
3 import ufl
4 from mpi4py import MPI
5
6 # malha
710 = 0.25
811 = 0.75
9 domain = mesh.create_interval (MPI.COMM_WORLD,
10 nx=5,
11 points=[10, 11])
12x = ufl.SpatialCoordinate(domain)

13
14 # espaco
15V = fem.functionspace (domain, ("P", 1))

16

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

CAPITULO 1. PROBLEMAS UNIDIMENSIONAIS 11

17 # fun

1I8f = 3.*%xufl.sin(2.*%ufl.pi*x[0])

19

20# project f

21lu = ufl.TrialFunction (V)

22v = ufl.TestFunction (V)

23 a ufl.dot(u, v) * ufl.dx

24 L ufl.dot(f, v) * ufl.dx

25 problem = LinearProblem(a, L, bcs=[])
26 Phf = problem.solve ()

O proximo teorema mostra que Py f é a funcao que melhor aproxima f dentre
todas as funcoes do espaco Vj.

Teorema 1.1.1. (A melhor aproximacao.) A projegao L? satisfaz
”f — th||L2([) < ||f —"U||L2(1), Yv € V4. (1.50)

Demonstragcao. Dado v € V},, temos

If = Pl = [ 1f = Pufide (151)
:/I(f—th)(f—erv—th)dx (1.52)

= [ =BNG =) do+ [ (=P = Pif)de (153)

= [ =P ~v)da (1.54)

<If = Buflleollf = vllze, (1.55)

donde segue o resultado. O

O préximo teorema fornece uma estimativa a-priori do erro ||f — Py f| r21
em relacao ao tamanho da malha.

Teorema 1.1.2. A projecio L? satisfaz
If = Pufllzeay < C X0 22 (1.56)
iz1
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1.2. PROBLEMA MODELO 12

Demonstragao. Tomando a interpolacao 7 f € V, temos do Teorema da me-
lhor aproximacao (Teorema 1.1.1) e da estimativa do erro de interpolagao
(Proposigao 1.1.2) que

1f = th”%m) <|f- 7Tf|\%z(1) (1.57)
= CZh?IIf”H%z(m- (1.58)

i=1
[

1.1.3 Exercicios

Em revisao

E.1.1.1. Faca um cdédigo para verificar a segunda estimativa da Proposi-
¢ao 1.1.1 no caso da interpolagao da fun¢ao f(z) = 3sen(2mx) no espago Py
das funcgoes lineares.

E.1.1.2. Faca um cédigo para verificar as estimativas da Proposicao 1.1.2 no
caso da interpolagao da fungao f(x) = 3sen(27x) no espago V;, das fungoes
lineares por partes.

E.1.1.3. Faca um cédigo para computar a projecio L? P,f da funcao
f(z) = & — cos(x) no espaco Vj, das fungoes lineares por partes em uma
malha com 10 células no intervalo I = [0, 7]. Faga o esbogo dos graficos de
f e Py,f e compute o erro || f — Py f||2p)-

Respostas

E.1.1.1. badgeConstrucao

1.2 Problema Modelo

Em revisao
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Nesta secao, discutimos sobre a aplicacao do método de elementos finitos
para o seguinte problema de valor de contorno: encontrar u tal que

—u"=f, zel=]|0,L], (1.59)
u(0) =u(L) =0, (1.60)

onde f é uma funcao dada.

1.2.1 Formulacao Fraca
Em revisao

A derivagao de um método de elementos finitos inicia-se da formulacao fraca
do problema em um espaco de fung¢oes apropriado. No caso do problema
(1.59)-(1.60), tomamos o espago

Vo={ve H(I): v(0)=uv(1) =0} (1.61)

Ou seja, se v € HY(I), entdo ||v]|rz2g) < oo, ||V/||r2(y < oo, bem como v
satisfaz as condi¢des de contorno do problema.

A formulagdo fraca é, entdo, obtida multiplicando-se a equagao (1.59) por
uma funcao teste v € V (arbitraria) e integrando-se por partes, i.e.

/vadx: —/IUNUCZ$ (1.62)
= /Iu’v’ dx _UI(L>U<L) "‘U/(O)U(O) (163)
(1.64)

Donde, das condi¢oes de contorno, temos

/Iu’z/ dr = /va dx. (1.65)

Desta forma, o problema fraco associado a (1.59)-(1.60) 1é-se: encontrar u €
Vo tal que
a(u,v) = L(v), Yv € Vj, (1.66)

onde

a(u,v) = /Iu'v' dx (1.67)
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L(v) = /va dz, (1.68)

sao chamadas de forma bilinear e forma linear, respectivamente.

1.2.2 Formulacao de Elementos Finitos
Em revisao

Uma formulacao de elementos finitos ¢ um aproximagao do problema fraco
(1.66) em um espago de dimensao finita. Aqui, vamos usar o espago Vo das
funcoes lineares por partes em I que satisfazem as condigoes de contorno, i.e.

Vio={veV,: v(0)=v(L)=0}. (1.69)

Entao, substituindo o espaco Vj pelo subespago Vj, o C Vj em (1.66), obtemos
o seguinte problema de elementos finitos: encontrar u;, € Vj o tal que

a(up,v) = L(v), Yv € V. (1.70)

Observagao 1.2.1. A formulacao de elementos finitos nao é inica, podendo-
se trabalhar com outros espacos de fungoes. No caso em que o espaco da
solugao ¢ igual ao espaco das fungoes testes, a abordagem é chamada de
método de Galerkin®.

Observemos que o problema (1.70) é equivalente a: encontrar u;, € Vj,o tal
que

a(up, ;) = L(y;), i=1,....,n—1, (1.71)
onde ¢;, 7 =1,...,n—1, sao as funcoes base de V}, . Entao, como uy, € Vj,,
temos )

w =Y &, (1.72)
j=1
onde§;, 7 =1,2,...,n—1, sao incognitas a determinar. I.e., ao computarmos
&, 7=12,...,n—1, temos obtido a solugao u;, do problema de elementos
finitos 1.70.

4Boris Grigoryevich Galerkin, matemético e engenheiro soviético. Fonte: Wikipédia.
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Agora, da forma bilinear (1.67), temos

a(un, ¢;) = a ("z_: §i®is 901) (1.73)

Jj=1

=D _&jalps, i) (1.74)

Dai, o problema (1.70) é equivalente a resolvermos o seguinte sistema de
equacoes lineares

Ag =, (1.75)
onde A = [a;;]i';2, ¢ a matriz de rigidez com
am=d%w0=ﬁ%%M, (1.76)
£ = (&,&,...,&_1) é o vetor das incégnitas e b = (b;)7=} é o vetor de
Carregamento CcOom
@=Lw0=/ﬂww. (1.77)
I

Exemplo 1.2.1. Consideramos o problema (1.59)-(1.60) com f=1e L =1,
Le.

—u" =1, xel=][0,1], (1.78)
u(0) = u(1) = 0. (1.79)
Neste caso, a solugao analitica u(z) = —x?/2+x/2 pode ser facilmente obtida

por integracao.

Agora, vamos computar uma aproximacao de elementos finitos no espaco das
funcoes lineares por partes Vi, 0 = {v € P;({); v(0) = v(1) = 0} construido
numa malha uniforme de 5 células no intervalo I = [0, 1]. Para tanto, conside-
ramos o problema fraco: encontrar u € Vo = {v € H'(I); v(0) = v(L) = 0}
tal que

a(u,v) = L(v), (1.80)

onde

a(u,v) :/Iu’v’dx, L(v) :/vadx. (1.81)
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Entao, a formulacao de elementos finitos associada, lé-se: encontrar u;, € Vj
tal que
a(uh,vh) = L(’Uh), V"Uh € Vhyg. (182)

A Figura 77?7 apresenta o esboco dos gréaficos da solugao analitica u e da sua
aproximacao de elementos finitos wuy,.

0.12 1 e — u
Lin

0.10
0.08
= 006 1
0.04
0.02

0.00 1

0.0 02 0.4 06 05 14
X

Figura 1.5: Esbogo dos graficos das solugoes referentes ao Exemplo 1.2.1.

Codigo 1.3: ex_mefld modelo.py
1 from mpid4py import MPI
2
3# malha
4from dolfinx import mesh
5 domain = mesh.create_unit_interval (MPI.COMM_WORLD,

6 nx = b)
T# espacgo

8 from dolfinx import fem

9V = fem.functionspace (domain, ('P', 1))

10

11 # condig¢do de contormno

12 import numpy as np

13uD = fem.Function (V)

l14uD.interpolate (lambda x: np.full(x.shape([1l], 0.))
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15

16 tdim = domain.topology.dim

17 fdim = tdim - 1

18 domain.topology.create_connectivity (fdim, tdim)
19 boundary_facets = mesh.exterior_facet_indices(

domain.topology)
20 boundary_dofs = fem.locate_dofs_topological (V,
fdim,
21
boundary_facets)
22bc = fem.dirichletbc (uD, boundary_dofs)
23
24 # problema mef
25 import ufl
26 from dolfinx import default_scalar_type
27 from dolfinx.fem.petsc import LinearProblem
28u = ufl.TrialFunction (V)
29v = ufl.TestFunction (V)
30
31 £
32
33a = ufl.dot(ufl.grad(u), ufl.grad(v)) * ufl.dx
34 L f x v x ufl.dx
35
36 problem = LinearProblem(a, L, bcs=[bc])
37uh = problem.solve ()

fem.Constant (domain, default_scalar_type(1l.))

1.2.3 Estimativa a Priori

Em revisao

Existem dois tipos de estimativas do erro e := u — u;. Estimativas a pri-
ort, sao aquelas em que o erro é dado em relagdo da solucao u, enquanto
que nas estimativas a posteriori o erro é expresso em relacao a solucao de
elementos finitos uy,.

Teorema 1.2.1. (Ortogonalidade de Galerkin.) A solugao de elementos
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finitos u;, de (1.70) satisfaz a seguinte propriedade de ortogonalidade
a(u — up,v) := /(u —up)v'de =0, v €V, (1.83)
I

onde u ¢é a solugao de (1.66).

Demonstragio. De (1.70), (1.66) e lembrando que Vo C Vp, temos
a(u,v) = L(v) = a(up,v) = a(u — up,v) =0, (1.84)

para todo v € Vj, . O

Teorema 1.2.2. (A melhor aproximagao.) A solugao de elementos finitos
up, dada por (1.70) satisfaz a seguinte propriedade de melhor aproximagao

1w = un)' 2y < 1w =v) 2y, v € Vi, (1.85)

onde u ¢é a solucao de (1.66).

Demonstragao. Escrevendo u — u, = u — v + v — up, para qualquer v € Vo
e usando a ortogonalidade de Galerkin (Teorema 1.2.1), temos

< [(w — )| 200y | (w = v)[| 21y

Teorema 1.2.3. (Estimativa a priori.) O erro em se aproximar a solugao
u de (1.66) pela solucao de elementos finitos u;, dada por (1.70) satisfaz a
seguinte estimativa a priori

1w = wn) 2y < C Y RN [ s,)- (1.91)
1=1
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Demonstra¢io. Tomando v = 7u no teorema da melhor aproximagao (Teo-
rema 1.2.2), obtemos

1w = wn) |22y < 1w = 7w) || L2r). (1.92)
Dai, da estimativa do erro de interpolacao (Proposigao 1.1.2), temos
1w = wn)E2y < C RN [, (1.93)
i=1

]

Exemplo 1.2.2. A Figura 1.6 apresenta o esbogo da evolugao do erro |[(u —
up)'|| 21y da solugdo de elementos finitos do problema (1.78)-(1.79) para ma-
lhas uniformes com n = 2,4,8,...,128 células.

[l —un)l 2y

Figura 1.6: Esboco dos graficos das solugdes referentes ao Exemplo 1.2.2.

Com o FEniCS, a computacao do problema de elementos finitos pode ser
feita com o seguinte codigo:

from __future__ import print_ function, division
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from fenics import *
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def boundary(x,on_boundary) :
return on_boundary

def solver(n):
# malha
mesh = IntervalMesh(n,0,1)

# espaco
V = FunctionSpace(mesh, ’P’, 1)

bc = DirichletBC(V,Constant(0.0),boundary)

#MEF problem

= TrialFunction(V)

= TestFunction(V)

= Constant(1.0)
u.dx(0)*v.dx (0)*dx
fxv*xdx

[ O S =
|

#computa a sol
u = Function(V)
solve(a == L, u, bc)

return u, mesh

#sol analitica
ua = Expression(’-x[0]*x[0]/2+x[0]/2’,
degree=2)

lerrors=[]
for n in [2,4,8,16,32,64,128]:
u, mesh = solver(n)
e = errornorm(u,ua,norm_type=’H10’ ,mesh=mesh)
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lerrors.append(e)

plt.plot([2,4,8,16,32,64,128],lerrors)
plt.xscale(’log’,basex=2)

#plt.yscale(’log’ ,base=2)

plt.xlabel(r"$n$")

plt.ylabel(r"$I\!|(u-u_h)’ [\!|_{L"2(D)}$")
plt.x1im((2,128))
plt.xticks([2,4,8,16,32,64,128],(2,4,8,16,32,64,128])
plt.grid(’on’)

plt.show()

1.2.4 Estimativa a Posteriori

Em revisao

Aqui, vamos obter uma estimativa a posteriori para o erro e = u — uy, da
solugdo de elementos finitos uy, do problema (1.59)-(1.60).

Teorema 1.2.4. A solucao de elementos finitos uy satisfaz
(e = un) [Z2r) < C;n?(wz)a (1.94)
onde n;(up) € chamado de elemento residual e é dado por
ni(un) = hill f = upllzz,)- (1.95)

Demonstracio. Tomando e = u — uy e usando a ortogonalidade de Galerkin
(Teorema 1.2.1) temos

P /Ie'(e —me) dx = Z/I ¢'(e — me) dz. (1.96)
i=171i

Entao, aplicando integracao por partes

||e'||%2(]) = i /Ii(—e")(e —me)dx + [¢/(e — me)]7 . (1.97)
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Dai, observando que e — e = 0 nos extremos dos intervalos I; e que —e” =

—(u—up)" = —u" 4+ uj = f+ uj, temos
||e'||%2(]) = Z/I (f +ujy)(e — me) dx. (1.98)
=171

Agora, usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e a estimativa padrao de
interpolagao (1.26), obtemos

n

le'[IZ2r) < 21 1f + unllLeylle — mell e,y dx (1.99)
< CYhllf + unllr €2 (1.100)
l:1n 1/2 s n 1/2
s¢ (Z N f+ UhHQL?(Ii)) (Z H€/H%2(1i)> (1.101)
Z? 1/2 =
=C <Z; W+ UhH%?([i)) le'll z2(ry, (1.102)

donde segue o resultado desejado. O]

Observacao 1.2.2. No caso da solugao de elementos finitos no espaco das
fungoes lineares por partes, temos uj = 0. Logo, o elemento residual se
resume em 7;(up) = M| fll z2(1,)-

1.2.5 Exercicios

Em revisao

E.1.2.1. Obtenha uma aproximacao por elementos finitos lineares por partes
da solugao de

—u' +u=2senz, Ve (—m, ), (1.103)
u(—m) = u(m) = 0. (1.104)
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Respostas
E.1.2.1. Coédigo FENICS.

1.3 Condicoes de Contorno

Em revisao

Nesta secao, vamos discutir sobre solugoes de elementos finitos para a equa-
¢oes diferencial
—u"=f xel=]0,1], (1.105)

com diferentes condigdes de contorno.

1.3.1 Condicoes de Dirichlet

Em revisao

Consideramos o seguinte problema com condicdes de contorno de Dirichlet!:
encontrar u tal que

—u"'=f, VYrel=|0,L], (1.106)
u(0) =up, u(L)=uy, (1.107)

com ug, ur, e f dados.

Tomando uma funcio teste v € Vy := HE(I) := {v € H*(I); v(0) = v(L) =
0} e multiplicando-a em (1.106), obtemos

—/u”’udm = /fvdx. (1.108)
I I
Aplicando a integragao por partes, temos
/u'v’ dr = /fv dr. (1.109)
I I

Desta forma, definimos o seguinte problema fraco associado: encontrar
uweV :={veH(I); v(0) =uy, v(L)=wvr} tal que

a(u,v) = L(v), Vv eV, (1.110)
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onde a(u,v) é a forma bilinear
a(u,v) = /u'v'dm (1.111)
I

e L(v) é a forma linear

L(v) = /1 foda. (1.112)

Exemplo 1.3.1. Consideramos o problema

—u'=1, zel=[0,1], (1.113)
w(0) =1/2, wu(l) =1L (1.114)
Sua solugao analitica ¢ u(z) = —2?/2 +z + 1/2.

Para obtermos uma aproximacao de elementos finitos, consideramos o se-
guinte problema fraco: encontrar u € V := {v € H'(I); v(0) =1/2, v(1) =
1} tal que

a(u,v) = L(v), (1.115)

para todo v € Vy = {v € H'(I); v(0) = v(1) = 0}, onde
a(u,v) = /u’v’ dr, (1.116)
I

L(v) :/vad:v. (1.117)

Entao, o problema de elementos finitos no espaco das fungoes lineares por
partes 1é-se: encontrar u, € V,, = {v € Pi(I); v(0) =1/2, v(1) = 1} tal que

a(up,vy) = L(vp), (1.118)
para todo v, € Vi 0 = {v € H'(I); v(0) = v(1) = 0}.

Codigo 1.4: ex_ mefld_dirichlet.py

1 from mpidpy import MPI
2
3# malha

4from dolfinx import mesh

5 domain = mesh.create _unit_interval (MPI.COMM_WORLD,
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6 nx = 5)
T# espacgo

8 from dolfinx import fem

9V = fem.functionspace (domain, ('P', 1))

10

11 # condigdo de contorno

12 import numpy as np

13uD = fem.Function (V)

14def dirichlet_bc(x):

15 y = np.full(x.shape[1l], 0.5)

16 y[x[0,:1] > 0.5] = 1.

17 return y

18 uD.interpolate(dirichlet_bc)

19

20 tdim domain.topology.dim

21 fdim tdim - 1

22 domain.topology.create_connectivity(fdim, tdim)

23 boundary_facets = mesh.exterior facet_indices/(
domain.topology)

24 boundary_dofs = fem.locate_dofs_topological (V,
fdim,

25
boundary_facets)

26 bc = fem.dirichletbc(uD, boundary_dofs)

27

28 # problema mef

29 import ufl

30 from dolfinx import default_scalar_type

31 from dolfinx.fem.petsc import LinearProblem

32u = ufl.TrialFunction (V)

33v = ufl.TestFunction (V)

34

35f = fem.Constant (domain, default_scalar_type(1.))

37a = ufl.dot(ufl.grad(u), ufl.grad(v)) * ufl.dx
38L = £ x v x ufl.dx

39

40 problem = LinearProblem(a, L, bcs=[bc])
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41 uh = problem.solve ()

42

A3 # armazena para visualizag¢do (paraview)

44 from dolfinx import io

45 from pathlib import Path

16 results_folder = Path("results")

47 results_folder .mkdir (exist_ok=True, parents=True)

48 filename = results_folder / "u"

19with io.XDMFFile(domain.comm, filename.with suffix
(".xdmf"), "w") as xdmf:

50 xdmf .write_mesh (domain)

51 xdmf .write_ function (uh)

1.3.2 Condicoes de Neumann

Em revisao

Consideramos o seguinte problema com condicdes de contorno de Neumann?
homogénea em x = L: encontrar u tal que
—u"=f Vrxel=]|0,L], (1.119)
u(0) = ug, u'(L)=0, (1.120)
com ug e f dados. Trata-se de um problema com condi¢do de contorno

de Dirichlet & esquerda e condicdo de contorno de Neumann® homogénea a
direita.

Tomando uma fungdo teste v € V := {v € H'(I); v(0) = 0} e multiplicando-
a em (1.119), obtemos

—/u"vdw = /fvdx. (1.121)
I I
Aplicando a integracao por partes, temos
/u’v’ dr —u'(L)v(L) +4'(0)v(0) = /fc d. (1.122)
I I
w/ (L)=0 v(0)=0

Desta forma, definimos o seguinte problema fraco associado: encontrar u €
V:={ve H'(I); v(0) = up} tal que

a(u,v) = L(v), YveV, (1.123)
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onde a(u,v) é a forma bilinear
a(u,v) = /u'v' dx (1.124)
I
e L(v) é a forma linear
L(v) = /fv dz. (1.125)
I
Exemplo 1.3.2. Consideramos o problema
W' =1, zel=[0,1], (1.126)
w(0) =0, «/(1)=0. (1.127)

Sua solugio analitica é u(z) = —z%/2 + .

Podemos construir uma aproximacao por elementos finitos do seguinte pro-
blema fraco associado: encontrar u € V = {v € H*(I); v(0) = 0} tal que

a(u,v) = L(v),

(1.128)

para todo v € V, com as formas bilinear a(-, -) e linear L(-) dadas em (1.124)

e (1.125).

Entao, considerando elementos lineares por partes, temos o seguinte pro-
blema de elementos finitos: encontrar uy, € V;, = {v, € Pi(I); v,(0) = 0} tal

que
a(uh,vh) = L(Uh), Vvh € Vh.

Codigo 1.5: ex_mefld neumann.py

1 from mpid4py import MPI

2

3# malha

4from dolfinx import mesh

(1.129)

5 domain = mesh.create_unit_interval (MPI.COMM_WORLD,

6 nx =
T# espacgo

8 from dolfinx import fem

9V = fem.functionspace (domain, ('P', 1))

10
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11# c.c. dirichlet

12 import numpy as np

13 from dolfinx.fem import dirichletbc,
locate_dofs_geometrical

14uD = fem.Function (V)

15uD.interpolate (lambda x: np.full(x.shape([1l], 0.))

16

17 def boundary_D(x):

18 return np.isclose(x[0], 0.)

19

20 dofs_D = locate_dofs_geometrical (V, boundary_D)

21 bc = dirichletbc(uD, dofs D)

22

23 # problema mef

24 import ufl

25 from dolfinx import default_scalar_type

26 from dolfinx.fem.petsc import LinearProblem

27u = ufl.TrialFunction (V)

28 v = ufl.TestFunction (V)

29

30f = fem.Constant (domain, default_scalar_type(1l.))
31

32a = ufl.dot(ufl.grad(u), ufl.grad(v)) * ufl.dx
33L = f x v x ufl.dx

34

35 problem = LinearProblem(a, L, bcs=[bc])

36 uh = problem.solve ()

37

38 # armazena para visualizagdo (paraview)

39 from dolfinx import 1io

40 from pathlib import Path

41 results_folder = Path("results")

42 results_folder .mkdir (exist_ok=True, parents=True)

43 filename = results_folder / "u"

14 with io.XDMFFile(domain.comm, filename.with suffix
(".xdmf"), "w") as xdmf:

45 xdmf .write_mesh (domain)

46 xdmf .write_function (uh)
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Agora, consideramos o seguinte problema com condigoes de Neumann nao-
homogénea em x = L: encontrar u tal que

—u"'=f, VYrel=|0,L], (1.130)
uw(0) = up, u'(L)=a, (1.131)

com ug, « e f dados.

Tomando uma funcio teste v € V := {v € H'(I); v(0) = 0} e multiplicando-
a em (1.130), obtemos

—/u”’u dx = /fv dz. (1.132)
I I
Aplicando a integracao por partes, temos
/u'v' dr —av(L) = /fcdx. (1.133)
I I

Desta forma, definimos o seguinte problema fraco associado: encontrar u €
V= {ve H'(I); v(0) =up} tal que

a(u,v) —b(= L(v), YveV, (1.134)
onde a(u,v) é a forma bilinear
a(u,v) = /Iu'v' dx (1.135)
e L(v) é a forma linear
L(v) = /va dr + av(L). (1.136)

Exemplo 1.3.3. Consideramos o problema

—u"=1, ze€lI=]|0,1], (1.137)
uw(0) =0, '(1)=1. (1.138)
Sua solucio analitica é u(z) = —2?/2 + 2u.

Agora, consideramos o seguinte problema fraco associado: encontrar u €
V ={ve H'(I); v(0) =0} tal que

a(u,v) = L(v), Yv eV, (1.139)
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com

a(u,v) ::j61/v'dx (1.140)
L(v) = /va dr +1-0(1). (1.141)

Entao, consideramos o seguinte problema de elementos finitos associado: en-
contrar up, € Vi, = {v, € Pi(I); v,(0) = 0} tal que

a(up,vp) = L(vp), Yo, € V. (1.142)

Cédigo 1.6: ex _mefld neumann_nh.py
1 from mpidpy import MPI
2
3# malha

4from dolfinx import mesh
5 domain = mesh.create _unit_interval (MPI.COMM_WORLD,

6 nx = 5)
T# espacgo

8 from dolfinx import fem

9V = fem.functionspace (domain, ('P', 1))

10

11# c.c. dirichlet

12 import numpy as np

13 from dolfinx.fem import dirichletbc,
locate_dofs_geometrical

14uD = fem.Function (V)

I5uD.interpolate (lambda x: np.full(x.shapel[1], 0.))

16

17 def boundary_D(x):

18 return np.isclose(x[0], 0.)

19

20 dofs_D = locate_dofs_geometrical (V, boundary D)

21 bc = dirichletbc(uD, dofs D)

22

23 # problema mef

24 import ufl

25 from dolfinx import default_scalar_type
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26 from dolfinx.fem.petsc import LinearProblem
27u = ufl.TrialFunction (V)
28v = ufl.TestFunction (V)

29
30f = fem.Constant (domain, default_scalar_type(1l.))
31g = fem.Constant (domain, default_scalar_type(1l.))
32

33a = ufl.dot(ufl.grad(u), ufl.grad(v)) * ufl.dx

3L = f x v x ufl.dx

3J5L += g *x v x ufl.ds

36

37 problem = LinearProblem(a, L, bcs=[bc])

38uh = problem.solve ()

39

10 # armazena para visualizagdo (paraview)

41 from dolfinx import io

42 from pathlib import Path

I3 results_folder = Path("results")

44 results_folder .mkdir (exist_ok=True, parents=True)

15 filename = results _folder / "u"

46 with io.XDMFFile(domain.comm, filename.with suffix
(".xdmf"), "w") as xdmf:

47 xdmf .write _mesh (domain)

18 xdmf .write_function (uh)

1.3.3 Condicoes de Robin

Em revisao

Consideramos o seguinte problema com condicoes de contorno de Robin*:
encontrar u tal que

W =f, Vrel=[0,1], (1.143)
u'(0) = ro(u(0) — so), —u'(L) = r(u(L) — sz), (1.144)

com 1o, 11, So, S, ¢ [ dados.

Tomando uma funcio teste v € V = H'(I) e multiplicando-a em (1.143),
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obtemos
—/u”vdx = /fvdx. (1.145)
I I
Aplicando a integragao por partes, temos
/u’v’ de — W (L)v(L) + d(0)w(0) = /fcdx. (1.146)
1 —— —— 1
—u/(L)=rp(w(L)=sg) ' (0)=ro(u(0)—s0)

ou, mais adequadamente,
/u’v’ dr+rpu(L)v(L)+rou(0)v(0) = /fcdx—l—rLva(L)—l—rosov(O). (1.147)
I I

Desta forma, definimos o seguinte problema fraco associado: encontrar u €
HY(I) tal que

a(u,v) = L(v), Yv eV, (1.148)
onde a(u,v) é a forma bilinear
a(u,v) = /1 W' di + riu(D)o(L) + rou(0)v(0) (1.149)
e L(v) é a forma linear

L(v) = /I Foda + rrspo(L) + ros0v(0). (1.150)

Exemplo 1.3.4. Consideramos o problema

W' =1, zel=101], (1.151)
u'(0) = u(0), —u'(1)=u(l)—1. (1.152)

Sua solugao analitica é u(z) = —z%/2 4 5x/6 + 5/6.
Aqui, tomamos o seguinte problema fraco: encontrar v € V = H(I) tal que
a(u,v) = L(v), Yv eV, (1.153)

onde

a(u,v) = /Iu'v' dx + u(1)v(1) + u(0)v(0) (1.154)
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L(v) :/vada;ﬂ-v(l). (1.155)

Entao, uma aproximacao por elementos finitos lineares por partes pode ser
obtida resolvendo o seguinte problema: encontrar u, € Vj, = P;(I) tal que

a(uh,vh) = L(Uh), Vvh € Vh. (1156)

1 from mpid4py import MPI

2

3# malha

4from dolfinx import mesh

5 domain = mesh.create_unit_interval (MPI.COMM_WORLD,
6 nx = 5)

T# espacgo

8 from dolfinx import fem

9V = fem.functionspace (domain, ('P', 1))

10

11 # boundary colors

12 from dolfinx.mesh import locate_entities

13 from dolfinx.mesh import meshtags

|41 boundaries = [(0, lambda x: np.isclose(x[0], 0.)),
15 (1, lambda x: np.isclose(x[0], 1.))]
16 facet_indices, facet_markers = [], []

17fdim = domain.topology.dim - 1

18 for (marker, locator) in boundaries:

19 facets = locate _entities(domain, fdim, locator
)

20 facet_indices.append(facets)

21 facet_markers.append(np.full_like(facets,

marker) )

22 facet_indices
.int32)

23 facet_markers
.int32)

24 sorted_facets np.argsort(facet_indices)

25 facet_tag = meshtags (domain, fdim, facet_indices[
sorted _facets], facet _markers[sorted facets])

np.hstack(facet_indices) .astype (np

np.hstack(facet_markers) .astype (np
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26

27T # problema mef

28 import ufl

29 from dolfinx import default_scalar_type

30 from dolfinx.fem.petsc import LinearProblem

3lu = ufl.TrialFunction (V)

32v = ufl.TestFunction (V)

33

34f = fem.Constant (domain, default_scalar_type(1l.))

30g = fem.Constant (domain, default_scalar_type(1l.))

36

37ds = ufl.Measure('ds', domain=domain,
subdomain_data=facet_tag)

38

39a = ufl.dot(ufl.grad(u), ufl.grad(v)) * ufl.dx

Ma += u *x v x ds(1) + u *x v * ds(0)

41L = £ x v x ufl.dx

12L += g * v x ds(1)

13

44 problem = LinearProblem(a, L, bcs=[])

45uh = problem.solve ()

46

47 # armazena para visualiza¢do (paraview)

18 from dolfinx import io

49 from pathlib import Path

50 results_folder = Path("results")

5l results_folder.mkdir (exist_ok=True, parents=True)

52 filename = results_folder / "u"

53 with io.XDMFFile(domain.comm, filename.with suffix
(".xdmf"), "w") as xdmf:

54 xdmf .write_mesh (domain)

55 xdmf .write_function (uh)

1.3.4 Exercicios

Em revisao
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E.1.3.1. Considere o problema

—u”" +u' +2u=—cos(z), z€(0,7/2), (1.157)
u(0) = —0,3, wu(r/2)=-0,1. (1.158)

Obtenha uma aproximacao por elementos finitos para a solucao deste pro-
blema, empregando o espaco de elementos finitos linear sobre uma malha
uniforme com 10 células. Entao, compare a aproximagao computada com
sua solugao analitica u(z) = 0, 1(sen(z) 4+ 3 cos(x)), bem como, compute o
erro |lu — up|| 2.

Respostas
E.1.3.1. Codigo.

1.4 Malhas Auto-Adaptativas

Em revisao

Retornemos ao problema modelo (1.59)-(1.60)

—u"'=f xel=1]01], (1.159)
u(0) =u(L) = 0. (1.160)
A estimativa a posteriori dada no Teorema 1.2.4, indica que os elementos
residuais 7;(uy) podem ser utilizados para estimarmos a precisao da aproxi-
macao por elementos finitos. Ou seja, espera-se que quanto menores forem

os elementos residuais, mais precisa é a solugao por elementos finitos. Além
disso, como

ni(un) = hill f — wyllz2r), (1.161)

podemos reduzir 7;(u;,) diminuindo o tamanho da célula I;.

Do observado acima, motiva-se o seguinte algoritmo de elementos finitos com
refinamento automatico de malha:

1. Escolhemos uma malha inicial.

2. Iteramos:
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2. Resolvemos o problema de elementos finitos na malha corrente.
2. Computamos 7;(uy) em cada célula da malha corrente.

2. Com base na malha corrente, Contruimos uma nova malha pelo
refinamento das células com os maiores valores de n;(uy).

2. Verificamos o critério de parada.

Uma estratégia classica para a escolha das células a serem refinadas é a
seguinte: refina-se a i-ésima célula se

mi(un) > a max n;(up), (1.162)
Ih

=1,4,...,

onde escolhemos 0 < o < 1.

Exemplo 1.4.1. Consideramos o problema

= e Wk e =0, 1], (1.163)
w(0) = u(1) = 0. (1.164)

Aqui, computamos aproximacgoes de elementos finitos no espaco das fungoes
lineares por partes Vi, o = {v € Pi(I); v(0) = v(1) = 0} com sucessivos refi-
namentos de malha. Utilizamos uma malha inicial uniforme com 10 células e
fazemos, entao, 5 refinamentos sucessivos utilizando como critério de refina-
mento a estratégia (1.162) com ov = 0,5. A Figura 1.7 apresenta o esbogo do
grafico da solugao de elementos finitos na malha mais refinada. Além disso,
na Tabela 1.1 temos os o nimero de células e o 7;(u;) maximo respectivo.

#malha #células max; n;(up,)

0 10 5.0E-03
1 12 2.0E-03
2 14 8.6E-04
3 22 2.9E-04
4 30 1.4E-04
) 38 6.1E-05

Tabela 1.1: Resultados referente ao Exemplo 1.4.1.

Com o FEniCS, a computacao do problema de elementos finitos pode ser
feita com o seguinte codigo:
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Figura 1.7: Esbogo dos graficos das solugoes referentes ao Exemplo 1.4.1.

from __future__ import print_ function, division
from fenics import *

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

# malha
mesh = IntervalMesh(10,0,1)

# espaco
V = FunctionSpace(mesh, ’P’, 1)

# fonte
f = Expression(’exp(-100*pow(fabs(x[0]-0.5),2))’ ,degree=1)

# condicoes de contorno

def boundary(x,on_boundary) :
return on_boundary
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#iteracoes
for iter in np.arange(6):

#problema
bc = DirichletBC(V,Constant(0.0),boundary)
u = TrialFunction(V)

v = TestFunction(V)

a = u.dx(0)*v.dx(0)*dx
L = fxv*dx

#resolve

u = Function(V)
solve(a == L, u, bc)
#grafico

plt.close(’all’)

xx = mesh.coordinates() [:,0]

sorted_indices = np.argsort(xx)

yy = u.compute_vertex_values()

plt.plot(xx[sorted_indices],yy[sorted_indices],
marker="o",label=r"$u_h$")

plt.legend (numpoints=1)

plt.grid(’on’)

plt.show()

DG = FunctionSpace(mesh, "DG", 0)
v = TestFunction(DG)

a = CellVolume (mesh)

eta = assemble (f**2xv*a*xdx)

# refinamento da malha
cell markers = MeshFunction("bool", mesh, mesh.topology().dim(), False)
eta_max = np.amax(etal:])
print(eta_max)
print("%d %d %1.1E\n" % (iter,mesh.num_cells(),eta_max))
alpha = 0.5
for i,cell in enumerate(cells(mesh)):
if (etal[i] > alphaxeta_max):
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cell markers[cell] = True

mesh = refine(mesh, cell markers)
V = FunctionSpace(mesh, ’P’, 1)

1.4.1 Exercicios

Em revisao

E.1.4.1. Use uma estratégia de sucessivos refinamentos globais para resolver
o problema dado no Exemplo 1.4.1. Compare seus resultados com aqueles
obtidos no exemplo.

Respostas
E.1.4.1. Codigo.

1.5 Aplicacao: EDP Evolutiva

Em construgao

Como exemplo de aplicagdo do método de elementos finitos (MEF)
na solucao de equacgoes diferenciais parciais evolutivas no tempo,
consideramos a equagao do calor com dadas condicao inicial e condig¢oes
de contorno de Dirichlet homogéneas

u = aug, + f, (t,z) € (0,t7] x (a,b), (1.165a)
u(0,2) = ug(x),x € [a, bl (1.165b)
u(t,a) = u(t,b) =0, t € 0,tf], (1.165¢)

onde f = f(t,x) denota uma dada fonte.

1.5.1 Discretizacao do Tempo
Consideramos os n; + 1 tempos discretos t*) = kh,, passo no tempo h, =
ty/ne, k=0,1,2,...,n. Seguindo esquema 6 denotando u®) ~ (t(k),x) e
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fk) = f (t(’“), x), o problema (1.165) pode ser aproximado pela iteragio

w1 g0

. —9 (Ozugiﬂ) + f(k:+1)>

(1= 0) (aul®) + £®), (1.166a)
u* (@) = u*H(b) = 0, (1.166b)
onde u(® = .

Observagao 1.5.1. (Esquema 6.) O esquema # e um forma robusta de
escrever diferentes esquemas de discretizacdo em uma tnica expressao:

e 6 =0.: Euler explicito.
e 6 =1.: Euler implicito.
e 6 =0.5: Crank-Nicolson.

Por simplificacdo da notagdo, vamos suprimir o super-indice k, denotando
ukt) = u, u®) = 0 e similar para f(k). Com isso e rearranjando os termos,
cada iteragdo (1.166) se resume ao seguinte problema de valores de contorno

Ll oa

abuy, + htu = htu + (1 —6)au,,
+(1—0)f°+0f, (1.167a)
u(a) = u(b) = 0. (1.167b)

1.5.2 Formulacao de Elementos Finitos

A formulagao fraca do problema (1.167) consiste em: encontrar u € V :=
Hj(a,b) tal que
a(u,v) = L(v), Yv €V, (1.168)

onde
b b1
a(u,v) ::/ Gau”u’dx—i—/ h—uvdm, (1.169)
a a t

y b1
au v dx —|—/ —uvdx
a hy

L) := (1 - 6) /b

a
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b b

9/ fodr+(1— 9)/ v dx (1.170)

Entdo, assumindo uma malha com n, células I; = [z;,x;41] de tamanho
hy = (b—a)/n, e nodos x; =a+ (i — 1)h,, i =0,1,2,...,n,, escolhemos o

espaco de elementos finitos

Vio = {v € C%([a,b]) : v|;, € Pi(L;), i=0,1,...,n,,v(a) = v(b) = 0}
(1.171)
Com isso, a formulagao de elementos finitos do problema (1.167) consiste em:
encontrar uy € Vh,o tal que

a(uh, Uh) = L('Uh), Y, € Vh,(). (1.172)

Exemplo 1.5.1. Consideramos o seguinte problema de calor

Uy = Uy + (72 — 1)e ' sen(7x), (t,2) € (0,1] x (0,1), (1.173a)
u(0,x) = sen(mz), x € [0,1], (1.173b)
u(t,0) =u(t,1) =0. (1.173c)

| from mpidpy import MPI

2 import ufl

3from dolfinx import mesh

4from dolfinx import fem

5from dolfinx import default_scalar_type
6 from dolfinx.fem.petsc import LinearProblem
7

8 # parametros

9tf = 1.

10 alpha = 1.

11

12 # esquema theta

13 theta = 0.5

14

15 # discretizacgcdo mno tempo
16nt = 10

17ht = tf/nt
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18

19 # malha

20 domain = mesh.create_unit_interval (MPI.COMM_WORLD,

21 nx = 5)

22x = ufl.SpatialCoordinate (domain)

23

24 # espaco

25V = fem.functionspace (domain, ('P', 1))

26

27T # fonte

28f = fem.Function (V)

29 def f(t,x):

30 return (ufl.pix*2-1.)*ufl.exp(-t)*ufl.sin(ufl.
pixx [0])

31

32 # condig¢do de contorno

33 import numpy as np

34uD = fem.Function (V)

35uD.interpolate (lambda x: np.full(x.shape[1l], 0.))

36

37 def boundary_D(x):

38 return np.logical or(np.isclose(x[0], 0.),

39 np.isclose(x[0], 1.))

40

41 dofs_D = fem.locate_dofs_geometrical (V, boundary_D
)

12bc = fem.dirichletbc(uD, dofs D)

43

44 # mef fun.s

15u = ufl.TrialFunction (V)
46v = ufl.TestFunction (V)
47

48 # condic¢dao imnicial

49t = 0.

50u0 = fem.Function (V)

5l u0.interpolate (lambda x: np.sin(np.pi*x[0]))
52

53 # fonte
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54def f(t, x):

55 return (ufl.pi**2-1.)*ufl.exp(-t)*ufl.sin(ufl.
pi*x [0])

o6

57 # visualizagdo (paraview)

58 from dolfinx import io

59 from pathlib import Path

60 results_folder = Path("results")

61l results_folder .mkdir (exist_ok=True, parents=True)
62

63 # iterac¢cdo no tempo

64 for k¥ in range(nt):

65 t += ht

66

67 # forma bilinear

68 a = theta * ufl.dot(ufl.grad(u), ufl.grad(v))
* ufl.dx

69 a += u *x v / ht * ufl.dx

70

71 # forma linear

72 L = (theta-1.) * ufl.dot(ufl.grad(u0), ufl.

grad(v)) * ufl.dx

73 L += u0 * v / ht * ufl.dx

74 L += theta * f(t, x) * v * ufl.dx

75 L += (1.-theta) * f(t-ht, x) * v % ufl.dx

76

77 problem = LinearProblem(a, L, bcs=[bc])

78 uh = problem.solve ()

79

80 # armazena para visualizagdo (paraview)

81 filename = results_folder / f"u {k:0>6}"

82 with io.XDMFFile(domain.comm, filename.
with suffix(".xdmf"), "w") as xdmf:

83 xdmf .write _mesh(domain)

84 xdmf .write function(uh, t)

85

86 u0.x.array[:] = uh.x.arrayl[:]
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1.5.3 Exercicios

Em construgao

1.6 Aplicacao: EDP de Adveccao-Difusao

Em construcao

1.6.1 Exercicios

Em construcao
1.7 Aplicacao: EDP Nao-Linear

Em construgao

Como exemplo de aplicagao do MEF na solugdo de equacgoes diferenci-
ais parciais nao-lineares, consideramos a equacao de Fisher® com dadas
condicdo inicial e condicdes de contorno de Neumann®

U = Ugy +u(l —u), (t,z) € (0,t] x (0,1), (1.174a)
u(0,x) = ug(x), z € [0,1], (1.174Db)
Uy (t,0) = uy(t,1) =0, t €[0,s]. (1.174c¢)

1.7.1 Discretizacao do Tempo
Consideramos os n; + 1 tempos discretos t*) = kh,, passo no tempo h, =
te/ne, k=0,1,2,...,n: Seguindo esquema 6 denotando u® ~ (t(k), x), 0
problema (1.174) pode ser aproximado pela iteracao
(k+1) _ (k)
u u
_ (k+1) (k+1) (k1
— - 7 [um +u (1 u ))}
(1= 0) [u® + +u® (1-u®)], (1.175a)

ulFt(0) = w1 (1) = 0, (1.175b)

xT x

onde u® = .
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Observacgao 1.7.1. (Esquema 6.) O esquema 6 e um forma robusta de
escrever diferentes esquemas de discretizacdo em uma Unica expressao:

e 6 =0.: Euler explicito.
e 6 =1.. Euler implicito.
e 6 =0.5: Crank-Nicolson.

Por simplificagdo da notagao, vamos suprimir o super-indice k, denotando
u* D =, u® = 4% Com isso e rearranjando os termos, cada iteracio

(1.175) se resume ao seguinte problema de valores de contorno
1 1

Eu - h—tuo — 0 [uzz + u(l — u)]
— (1= 0) [udr +u°(1 = )], (1.176a)
12 (0) = uy (1) = 0. (1.176b)

1.7.2 Formulacao de Elementos Finitos

Em revisao

A formulagao fraca do problema (1.176) consiste em: encontrar u € V :=
H'[0,1] tal que

F(u;v) =0, Yv eV, (1.177)
onde
Fluo) = [ “ud / QR
w;v) = | —udr— | —u dr
7 0 ht 0 ht
1 1
—i—@/ uxvxdx—G/ uw(l —u)vdz (1.178)
0 0
1 1
+ (1 — 9)/ ulv, dr — (1 — 9)/ u(1 —u®)v dz.
0 0
Entdo, assumindo uma malha com n, células I; = [x;,2;11] de tamanho
hy =1/n, e nodos x; = (i — 1)h,, i =0,1,2,...,n,, escolnemos o espago de
elementos finitos

Vi = {v e C%a,b) : v, € Pi(L), i=0,1,...,n,}. (1.179)
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Com isso, a formulagao de elementos finitos do problema (1.176) consiste em:
encontrar u;, € Vj tal que

F(up;v) =0, Yo, € Vj,. (1.180)
Observagao 1.7.2. O problema (1.180) consiste em um sistema de equagoes
nao-lineares.

Exemplo 1.7.1. Consideramos a equacao de Fisher com condigoes inicial e
de contorno

U = Ugy +u(l —u), t € (0,tf) x (0,1), (1.181a)
u(0,z) = cos?*(7z), = € [0,1], (1.181b)
Uug(t,0) = uy(t,1) = 0, t € [0,4], (1.181c)
com tf =5.
Cédigo 1.7: ex _mefld_fisher.py
1  from mpid4py import MPI
2 import numpy as np
3 import ufl
4  from dolfinx import mesh
5

from dolfinx import fem

6 from dolfinx import default_scalar_type

7 from dolfinx.fem.petsc import NonlinearProblem
8 from dolfinx.nls.petsc import NewtonSolver

9

10 # pardametros

11 tf = b.

12

13 # esquema theta
14 theta = 0.5

16 # discretizacdao no tempo
17 nt = 100
18 ht = tf/nt

20 # malha
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21 domain = mesh.create unit_interval (MPI.
COMM_WORLD ,

22 nx = 5)

23 x = ufl.SpatialCoordinate(domain)

24

25 # espaco

26V = fem.functionspace(domain, ('P', 1))

27

28 # mef fum.s

29 v = ufl.TestFunction (V)

30 u = fem.Function (V)

32 # condig¢do wnicial

33 t = 0.

34 u0 = fem.Function (V)

35 ul0.interpolate(lambda x: np.cos(np.pi*x[0]) **2)

37 # intcializacado

38 u.x.arrayl[:] = u0.x.arrayl[:]
39

40 # wisualizacdo (paraview)

41 from dolfinx import io

42 from pathlib import Path
43 results_folder = Path("results")
44 results_folder .mkdir (exist_ok=True, parents=True

46 # armazena para visualizagdo (paraview)

47  filename = results_folder / f"u_{0:0>61}"

48  with io.XDMFFile(domain.comm, filename.
with _suffix(".xdmf"), "w") as xdmf:

49 xdmf .write _mesh (domain)

50 xdmf .write_function(u, 0.)
o1

52

53 # i1teragdo no tempo

54 for k in range(nt):

5!

ot
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56 t += ht

57 print (£"{k+1}: t = {t:.4g}")

58

59 # forma fraca

60 ## time term

61 F = 1./ht * u * v * ufl.dx

62 F -= 1./ht * u0 * v x ufl.dx

63 ## diffusion term

64 F += theta * ufl.dot(ufl.grad(u), ufl.grad(v
)) *x ufl.dx

65 F += (1.-theta) * ufl.dot(ufl.grad(u0), ufl.
grad(v)) * ufl.dx

66 ## reaction term

67 F -= theta * u * (1. - u) * v *x ufl.dx

68 F -= (1.-theta) * u0 * (1. - u0) * v * ufl.
dx

69

70 problem = NonlinearProblem(F, u)

71 solver = NewtonSolver (MPI.COMM_WORLD,
problem)

72 n, converged = solver.solve (u)

73 print (f"\tNewton iterations: {n}")

74 assert (converged)

75

76 # armazena para visualizagdo (paraview)

7 filename = results_folder / f"u {k+1:0>6}"

78 with io.XDMFFile(domain.comm, filename.
with _suffix(".xdmf"), "w") as xdmf:

79 xdmf .write _mesh(domain)

80 xdmf .write function(u, t)

81

82 u0.x.array[:] = u.x.arrayl[:]

1.7.3 Exercicios

Em construcao
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1.8 Selecao de Aplicacoes

Em revisao

1.8.1 Sistemas de Equacoes
Em revisao

Consideramos o seguinte problema de equacoes diferenciais ordinarias com
valores de contorno

—ug+u1:f0,Vm€(0,L) ( )
- U/ll +ug = fl,Vx S (O,L) (1183)
uo(0) = ugo, uo(L) = uor, ( )

(1.185)

U1(0> = U0, U1(L) = wirL,
onde fo, fi, oo, UorL, Uio, U1z, sao dados.

Para construirmos uma aproximacao por elementos finitos podemos tomar o
seguinte problema fraco associado: encontrar u = (ug,u;) € Vo x V tal que

a(u,v) = L(v),Yv = (vg,v1) € V XV, (1.186)

onde Vo = {v € H'(I); vo(0) = ugo, vo(L) = ugr}, Vi = {v1 € H(I); v1(0) =
w19, v1(L) =uir}, V= {v e HY(I); v(0) = v(L) = 0}, a forma bilinear ¢

a(u,v) = /UOUO dx —|—/u1v1 dx + /uovo dx —|—/u11}1 dx (1.187)

e a forma linear é

U) = /If(ﬂ}g dl'—f-/lfﬂ)l dx. (1188)

Entao, o problema de elemento finitos associado no espaco das fungoes line-
ares por partes 1é-se: encontrar uy = (upg, un1) € Vio X Vi1 tal que

a(uh,vh) = L(’Uh),VUh = (Uho,Uhl) eV, x Vh, (1189)

onde Vio = {vp € Pi(I); vpo(0) = uoo, vno(L) = wor}, Ve = {vm €
Pi(I); vp1(0) = w10, vp(L) = uir}, Vi = {vn € Pi(I); vp(0) = vp(L) = 0}.
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Exemplo 1.8.1. Consideramos o seguinte problema de valor de contorno

— ug + uy = sen(x) + cos(z), Vo € (—7, ) ( )
—uf +ug = cos(x) — sin(z),Vz € (-7, 7) ( )
Uo(—W) — 07 UO(W) — 07 (1.192)

(1.193)

u(—m) = -1, w(m)=—-L

Considerando elementos lineares por partes, temos a seguinte formulacao de
elementos finitos: encontrar u, = (upg, up1) € Vo X Vi1 tal que

a(uh,vh) = L(Uh),vvh = (vho,vhl) eV, x Vh, (1.194)

onde Vg = {’Uh S Pl([), ’Uho(O) = ’Uho(L) = 0}, Vil = {’Uhl S Pl(f), Uhl(o) =
vp1 (L) = =1}, Vi = {o, € Pi(I); v,(0) = v, (L) = 0}, com as formas bilinear
e linear sdo dadas em (1.187) e (1.188), respectivamente.

A Figura 1.8 apresenta o esbogo dos gréficos das solugdes analiticas ug(z) =
sen(x) e ui(x) = cos(x) e de suas aproximagoes de elementos finitos upg e
up1, estas construidas no espaco dos polinémios lineares por partes sobre uma
malha uniforme de 5 células.

Com o FEniCS, a computacao do problema de elementos finitos pode ser
feita com o seguinte codigo:

from __future__ import print_function, division
from fenics import *

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

#tolerance
tol=1e-14

# malha
mesh = IntervalMesh(10,-pi,pi)

# espaco

P1 = FiniteElement(’P’,interval,l)
element = MixedElement ([P1,P1])

V = FunctionSpace(mesh, element)
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Figura 1.8: Esbogo dos graficos das solugoes referentes ao Exemplo 1.8.1.

#C.C.
def boundary(x,on_boundary) :
return on_boundary

bc = [DirichletBC(V.sub(0),Constant(0.0) ,boundary),
DirichletBC(V.sub(1),Constant(-1.0),boundary)]

print (bc)

#MEF problem
u = TrialFunction(V)
v = TestFunction(V)

f0 = Expression(’sin(x[0]) + cos(x[0])’,
degree=10)

f1 = Expression(’cos(x[0]) - sin(x[0])’,
degree=10)

a = ul0].dx(0)*v[0].dx(0)*dx

a += ul[1]*v[0]*dx
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+= u[1].dx(0)*v[1] .dx(0)*dx
ul0]*v[1]*dx

fOxv [0] *dx

+= fi1xv[1]*dx

a
a
L
L

#computa a sol
u = Function(V)
solve(a == L, u, bc)

#sol analitica
u0a = Expression(’sin(x[0])’,

degree=10)
ula = Expression(’cos(x[0])’,

degree=10)
plot(ul[0] ,mesh=mesh,marker=’.’,label=r"$u_{h0}$")
plot(ul[l] ,mesh=mesh,marker=’.’,label=r"$u_{h1}$")

mesh = IntervalMesh(100,-pi,pi)
plot (u0a,mesh=mesh,label=r"$u_03$")
plot(ula,mesh=mesh,label=r"$u_1$")
plt.legend (numpoints=1)
plt.grid(’on’)

plt.show()

1.8.2 Exercicios

[[tag:construcaol]
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Capitulo 2

Problemas Bidimensionais

2.1 Malha e Espaco

Em revisao

2.1.1 Malha

Em revisao

Seja 2 € R? um dominio limitado com fronteira 0 suave e poligonal. Uma
malha (ou triangularizacdo) K de 2 é um conjunto de {K} células
(ou elementos) K, em que 2 = Ugcc K e tal que a interse¢ao de duas
células é ou um lado, um canto ou vazio.

Classicamente as células K sao escolhidas como tridngulos. O comprimento
do maior lado da célula K define o chamado tamanho local da malha hy.
O tamanho global da malha é definida por h = maxgex hg.

Uma malha ¢ dita regular quando existe uma constante ¢y > 0 tal que
cx > ¢g para todo K € K, sendo ¢k :=dg/hk e dxg o didmetro do circulo
inscrito em K. Esta condicao significa que os triangulos K da malha nao
podem ter angulos muito grandes nem muito pequenos. Ao longo do texto,
a menos que especificado o contrario, assumiremos trabalhar com malhas
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regulares.

Exemplo 2.1.1. O seguinte c6digo, gera uma malha uniforme no dominio
Q=012

Figura 2.1: Esbogo de uma malha triangular no dominio D = [0, 1]°.

Codigo 2.1: ex_malha.py

1 from mpid4py import MPI

2 from dolfinx import mesh

3

4# malha triangular

5 domain = mesh.create_unit_square (MPI.COMM_WORLD,
6 nx = 5, ny = 5)
7

8# grafico da malha

9 import pyvista

10 # pyvista.set_jupyter_backend('static')

11 print (pyvista.global_theme. jupyter_backend)

12

13 from dolfinx import plot

14 pyvista.start_xvfb ()
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I5tdim = domain.topology.dim

16 topology, cell types, geometry = plot.vtk mesh/(
domain, tdim)

17grid = pyvista.UnstructuredGrid (topology,
cell types, geometry)

18

19 plotter = pyvista.Plotter ()

20 plotter.add_mesh(grid, show_edges=True)

21 plotter.view_xy ()

22 pyvista.OFF_SCREEN=True

23 1if not pyvista.OFF_SCREEN:

24 plotter.show ()
25 else:
26 figure = plotter.screenshot("malha.png")

2.1.2 Espaco de Polinémios Lineares

Em revisao

Seja K um tridngulo e seja P;(K) o espago dos polinémios lineares em
K, ie.
P (K) ={v; v=co+ 120+ 221,

2.1
(zo,71) € K, cg,c1,02 € R}, 21)

Observamos que toda fungao v € Py (K) é unicamente determinada por seus
valores nodais

Q,; = ’U(NZ),Z = O, 1, 2, (22)
onde N; = (a:((f), :zrgl)) é o i-ésimo nodo (vértice) do tridngulo K. Isto segue
do fato de que o sistema (2.2) tem forma matricial

1 x((JO) xgo) Co o)
1 xgl) :cgl) 1| = | (2.3)
1 xgm .Z‘§2) C2 Q2

Ainda, o valor absoluto do determinante da matriz de coeficientes é 2|K]|,
onde |K| denota a area de K, a qual é nao nula.
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Afim de usarmos os valores nodais como graus de liberdade (incégnitas), nds
introduzimos a seguinte base nodal {\g, A1, A2} com

1 i=j, . .
Aj(NZ-)—{O Z%j i, =0,1,2. (2.4)

Com esta base, toda func¢do v € P;(K) pode ser escrita como
V= Oé()/\() + 0[1/\1 + 0[2/\2, (25)
onde a; = v(N;).

2.1.3 Espaco continuo dos polinémios lineares por par-
tes

Em revisao

O espacgo continuo dos polinémios lineares por partes na malha K é
definido por

Vi ={v; v € C’Q), v|lg € P(K), YK € K}. (2.6)

Observamos que toda funcao v € V}, é unicamente determinada por seus va-

lores nodais {U(Nj)}?ial, onde n, é nimero de nodos da malha K.
De fato, os valores nodais determinam uma tnica fungdo em P;(K) para
cada K € K e, portanto, uma fun¢do em V}, é unicamente determinada por
seus valores nos nodos. Agora, consideremos dois tridngulos K; e Ky com-
partilhando um lado £ = K; N K5. Sejam v; e vy 0os dois tinicos polindmios
em v; € P(K}) e vy € Pi(Ks), respectivamente determinados pelos valores
nodais em K7 e K. Como v; e vy também sdo polindmios lineares em E e
seus valores coincidem nos nodos de E, temos v; = v, em E. Portanto, con-
cluimos que toda funcao v € V}, é unicamente determinada por seus valores
nodais.

Afim de termos os valores nodais como graus de liberdade (incognitas), defi-
nimos a base nodal {¢;};”, C V}, tal que

1 i=j .
goj(Ni):{O Z#i ,1,7=0,1,...,n, — 1L (2.7)
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Figura 2.2: Esbogo de uma fungdo no espago V}, com valores nodais u(z) =
sen(mxg) sen(may).

Notamos que cada fungao base ¢; é continua, polinomio linear por partes e
com suporte somente em um pequeno conjunto de triangulos que comparti-
lham o nodo N;. Além disso, toda a funcao v € V, pode, entao, ser escrita
como

np—1
v = Z ;i (2.8)
i=0
onde o; = v(N;), i =0,1,...,n,, sdo os valores nodais de v.

Exemplo 2.1.2. No seguinte codigo, alocamos um espacgo de elementos fini-
tos Vj, sobre uma malha regular no dominio € = [0,1]%. Ainda, uma funcio
up, € V}, é alocada com valores nodais

u(x) = sen(mxg) sen(may). (2.9)
I from mpidpy import MPI
2 from dolfinx import mesh

3
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o8

4# malha

5 domain = mesh.create_unit_square (MPI.COMM_WORLD,
5, 5)

6

7from dolfinx import fem

8

9# espaco de elementos finitos

10V = fem.functionspace(domain, ("P",1))

11

12 # fumcdo do espaco V

13uh = fem.Function (V)

14

15 # wvalor mnodais

16 from numpy import sin, pi

17for i,x in enumerate (domain.geometry.x):

18 uh.x.array[i] = sin(pi*x[0])*sin(pix*x[1])

19

20# grafico

21l u_topology, u_cell_types, u_geometry = plot.
vtk mesh (V)

22u_grid = pyvista.UnstructuredGrid (u_topology,
u_cell types, u_geometry)

23u_grid.point_data["u"] = uh.x.array.real

24u_grid.set_active_scalars("u"

25u_plotter = pyvista.Plotter ()

26 u_plotter.add mesh(u_grid, show_edges=True)

27u_plotter.view_xy ()

28 1if not pyvista.OFF_SCREEN:

29 u_plotter.show()

30 else:

31 figure = u_plotter.screenshot("u.png")

2.1.4 Exercicios

Em construcao

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0


https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

CAPITULO 2. PROBLEMAS BIDIMENSIONAIS 59

Respostas

2.2 Interpolacao

Em revisao

Dada uma func¢ao continua f em um triangulo K com nodos N;, ¢ = 0,1, 2,
sua interpolagao linear 7 f € P;(K) ¢é definida por

Tf = Z f(N:)gi. (2.10)

Logo, temos 7 f(N;) = f(N;) para todo i = 0, 1, 2.
Exemplo 2.2.1. Consideramos a funcao
u(zwg, x1) = sen(mwwg) cos(mxy) (2.11)

defina no dominio D = [0,1]?. O seguinte c6digo computa a interpolacio de
f no espaco de elementos finitos V}, sobre uma malha uniforme de 16 x 16
tridngulos. Com ele, graficamos a fun¢do interpolada u, € V} e a fungao u.
Consulte a Fig. 2.3.

Cédigo 2.2: interp2d.py

1 from mpid4py import MPI

2from dolfinx import mesh

3

4# malha

5 domain = mesh.create_unit_square (MPI.COMM_WORLD,
16, 16)

6

7from dolfinx import fem

8

9# espaco de elementos finitos

10V = fem.functionspace(domain, ("P",1))
11

12 # funmcdo do espaco V
13uh = fem.Function(V)
14
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Figura 2.3: Gréfico de comparagdo fungao interpolada u, € V}, (gréfico de

contornos em cores) e da func¢ao original u (isolinhas) referentes ao Exem-
plo 2.2.1.
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15# <nterpolate

16 import numpy as np

17def u(x, mod=np):

18 return mod.sin(mod.pi*x[0]) *mod.sin(mod.pix*x
[11)

19

20uh.interpolate (lambda x: u(x))

21

22 # eval fun

23 from dolfinx import geometry

24
25 def fun_eval(u, points,

26 domain=domain) :

27  u_values = []

28 bb_tree = geometry.bb_tree(domain, domain.

topology.dim)
29 cells = []
30  points_on_proc = []
31 # Find cells whose bounding-box collide with the

the points
32 cell _candidates = geometry.
compute_collisions_points (bb_tree,
33
points.T)
34 # Choose one of the cells that contatins the
point

35 colliding cells = geometry.
compute_colliding cells(domain,

cell candidates,

37
points.T)
38 for i, point in enumerate (points.T):
39 if len(colliding_cells.links(i)) > O:
40 points_on_proc.append(point)
41 cells.append(colliding cells.links (i) [0])
42
43  points_on_proc = np.array(points_on_proc, dtype=
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np.float64)

44 u_values = u.eval(points_on_proc, cells)

45 return u_values

16

AT # grafico

48 import numpy as np

49nx = ny = 101

50 xx0 = np.linspace(0., 1., nx)

51 xx1 = np.linspace (0., 1., ny)

52X0, X1 = np.meshgrid(xx0, xxl1, indexing='ij')

53 points = np.zeros ((3, nx*ny))

54 points [0] = XO0.reshape(-1)

55 points [1] = X1.reshape(-1)

56

57yh = fun_eval(uh, points)

58 Yh yh.reshape ((nx,ny))

99

60 import matplotlib.pyplot as plt

61

62fig = plt.figure()

63ax = fig.add_subplot ()

64 levels=10

65cb = ax.contourf (X0, X1, Yh, levels = levels)

66 fig.colorbar (cb)

67Y = u([X0, X11)

68 cl = ax.contour (X0, X1, Y, levels = levels, colors
='y')

69 ax.clabel (cl)

70 plt.show ()

Afim de determinarmos estimativas para o erro de interpolagao, precisamos
da chamada derivada total de primeira ordem

o\ 1/2
s~ ( | 212

Pedro H A Konzen - Notas de Aula */* Licenca CC-BY-SA 4.0

2

of

dzo

of
3x1



https://notaspedrok.com.br
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.pt_BR

CAPITULO 2. PROBLEMAS BIDIMENSIONAIS 63

e da derivada total de segunda ordem
o\ 1/2
D*f = ( ) : (2.13)

Proposicao 2.2.1. (Erro da interpolacdo no espaco linear.) A interpolagao
7 f satisfaz as seguintes estimativas

2 2

0% f

2
ox

0*f
8x08x1

9% f

2
Oxt

If =7 flle2y < CRENID? fll2(x), (2.14)
ID(f = 7 )2y < Chicl| D* £l 120 (2.15)
Demonstrag¢io. Veja [1, Capitulo 4]. ]

Observagao 2.2.1. A constante C' dependo do inverso de sen(fx) onde 0k
é o menor angulo de K. Desta forma, para um tridangulo com 6y muito
pequeno, as estimativas (2.14) e (2.15) perdem sentido. Este fato indica a
necessidade de se trabalhar com malhas regulares.

A interpolagao no espago Vj;, de uma dada fun¢ao f no dominio €2 é denotada
também por 7 f € V}, e definida por

np—1

mf = Z J(Ni)i. (2.16)

Proposigao 2.2.2. (Erro da interpola¢ao no espago continuo linear por par-
tes.) O interpolador 7f € V}, satisfaz as seguintes estimativas

If =7 fl72 < C > hillD*fll7z k), (2.17)
Kek
ID(f = 7)1z < C Y RllD* i), - (2.18)
Kek
Demonstracao. Demonstragao analoga a Proposi¢ao 1.1.2. ]

Observagao 2.2.2. (Taxa de convergéncia.) A taxa de convergéncia (ou
ordem de truncamento) do erro de interpolagdo é definida como a poténcia
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do h na estimativa (2.17). Esta taxa pode ser computacionalmente estimada.
De fato, o erro de interpolagao para uma dada malha ¢ tem a forma ¢; ~ Ch].
Conhecendo €;_; ~ C'h]_, para uma outra malha ?—1, podemos resolver para
r, obtendo a estimativa

- In 81'/8@;1

N ————. 2.19
In hi/hi,1 ( )

Exemplo 2.2.2. Consideramos a interpolacgao feita no Exemplo 2.2.1. Aqui,
computamos o erro de interpolacio na norma L2, i.e.

g = ||uh — uHLz(Q) (2.20)

para diferentes refinamentos de malha.
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10721

lun — ullL2@)

1073 1

1072

10°

Figura 2.4: Tamanho da malha h versus erro de interpolacdo na norma L?
referente ao Exemplo 2.2.2.

Na Tabela 2.1, temos o nimero de células e seu tamanho h, o erro de inter-
polagdo € e a estimativa da taxa de convergéncia dada por (2.19).
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Tabela 2.1: Erro de interpolagao referente ao Exemplo 2.2.2.

#células h ‘ € r

4x4 35x107'| 6.0x107% -x-
8 X 8 1.8x 1071 | 1.6 x1072 1.91
16 x 16 88x1072| 39x1073 2.04
32x32 44x1072| 9.8x107* 1.99
64 x 64 22x107% | 2.4ex107* 2.03

2.2.1 Exercicios

Em construgao

2.3 Projecao
Em revisao

A projecdo L? no espago Vj, de uma dada uma fungao u € L?(2) é deno-
tada por P,u € V), e definida por

/(u — Pyu)vdr =0, Yv € V. (2.21)
Q

Analogamente a projegdo em uma dimensao (consulte Subsecao 1.1.2), a

projecao ¢ dada por
np—1

Pou= 3 &¢;, (2.22)
=0
com € = (f’j)?ial satisfazendo o sistema linear
Mg =b, (2.23)
onde M = [mi,j]%;é é a matriz de massa com
mij = /Q pipj dx (2.24)
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eb= (b, by, ..., by,—1) é 0 vetor de carga com

b; :/wpi dz. (2.25)
0

Também, vale o resultado andlogo da melhor aproximacao (consulte Teo-
rema 1.1.1), i.e.

lu— Poull ooy < [[u— vll2), Yo € Vi (2.26)

E, portanto, também temos a estimativa analoga para o erro de projecao
(condulte Teorema 1.1.2)

[Ju — Phu”?'ﬁ(m <C Z h}l<||D2UH%2(K)- (2.27)
Kek

Tomando o tamanho global da malha, temos

1f = Pufllrz) < OB D? fllracrey. (2.28)

Exemplo 2.3.1. Consideramos a fun¢ao u(zg, x1) = sen(mwzg) cos(mxy) de-
finida no dominio D = [0, 1] x [0,1]. c6digo computa a proje¢do de u no
espaco Vj, sobre uma malha triangular uniforme.

1 from mpid4py import MPI

2from dolfinx import mesh

3

4# malha

5 domain = mesh.create_unit_square (MPI.COMM_WORLD,
16, 16)

6

7from dolfinx import fem

8

9# espago de elementos finitos

10Vh = fem.functionspace(domain, ("P",1))

11

12 # fung¢do do espaco V

13uh = fem.Function(Vh)
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14

15 # projecao

16 import ufl

17from dolfinx.fem.petsc import LinearProblem
18 def uex(x, mod=ufl):

19 return mod.sin(mod.pi*x[0]) *mod.sin(mod.pix*x
[(11)

20

21x = ufl.SpatialCoordinate (domain)

22u = ufl.TrialFunction (Vh)

23v = ufl.TestFunction (Vh)

22a = ufl.dot(u,v)*ufl.dx

25L = uex(x)*v*ufl.dx

26 problem = LinearProblem(a, L, bcs=[])

27 Phu = problem.solve ()

28

29 # saida (paraview)

30 from dolfinx import io

31 from pathlib import Path

32 results_folder = Path("results")

33 results_folder .mkdir (exist_ok=True, parents=True)

34 filename = results_folder / "phu"

35 Phu.name = "Phu"

36 with io.VTXWriter (domain.comm, filename.
with_suffix(".bp"), [Phu]) as vtx:

37 vtx.write (0.0)

33with io.XDMFFile(domain.comm, filename.with suffix
(".xdmf"), "w") as xdmf:

39 xdmf .write _mesh(domain)

10 xdmf .write function (Phu, 0.0)

2.3.1 Exercicios

Em revisao

E.2.3.1. Verifique computacionalmente a estimativa (2.28) no caso da fun-
cao f(xg, 1) = sen(mxg) cos(mzy) projetada sobre uma malha triangular uni-
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forme sobre o dominio D = [0,1] x [0, 1].

2.4 Problema Modelo

Em revisao

Nesta secao, aplicamos do método de elementos finitos para a equagao
de Poisson” com condicoes de Dirichlet®. Mais precisamente, definimos o
chamdo problema forte: encontrar u tal que
—Au=f, z€Q:=0,1 (2.29)
u=0, v €0, (2.30)

onde A = §%/0x% + 8% /0x? é o operador de Laplace’ e f é uma funcio dada.

2.4.1 Formulacao Fraca

Em revisao

A aplicacao do método de elementos finitos é construida sobre a formulagcao
fraca do problema (2.29)-(2.30). Para a obtermos, multiplicamos (2.29) por
uma funcao teste v em um espacgo adequado Vj e integramos no dominio 2,
obtendo

—/ Auvdr = / fvdx. (2.31)
Q Q
Entéao, no lado esquerdo, aplicamos a férmula de Green!"
/Auvda::—/Vu-Vvd:B—i—/ n - Vuuvds. (2.32)
Q Q o0
donde temos
/Vu-Vvdx—/ n'Vuvds:/ fudz. (2.33)
Q o9 Q

Entéao, observando critérios de regularidade e a condigao de contorno (2.30),
escolhemos o espago teste

Vo:i={ve HY(Q): v|sq = 0}. (2.34)
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Lembramos que H*(Q) = {v: ||v]|r2) + | V| 12(0) < o0}

Com isso, temos o seguinte problema fraco associado a (2.29)-(2.30): en-
contrar u € V; tal que

a(u,v) = L(v), Yv € Vj, (2.35)

onde a(u,v) é chamada de forma bilinear e definida por
a(u,v) = / Vu-Vvdx (2.36)
Q
e L(v) é chamada de forma linear e definida por

L(v) := /Q fodx. (2.37)

2.4.2 Formulacao de Elementos Finitos

Em revisao

A formulacio de elementos finitos é obtida da formulagao fraca (2.35)
pela aproximacao do espaco teste Vj por uma espaco de dimensao finita.
Tomando uma triangulagdo K C 2 e considerando o espago continuo dos
polinémios lineares por partes

Vi i={v: veC’Q),v|x € P(K) VK € K}, (2.38)
assumimos o espaco de elementos finitos

Vh,o = {?} eV, U’ag = O} (239)

Com isso, temos o seguinte problema de elementos finitos associado (2.35):
encontrar uy € Vh’(] tal que

a(uh, Uh) = L(Uh), VU}L € Vh,O' (240)

Observemos que (2.40) é equivalente ao problema de encontrar uy € Vo tal
que
alun, i) = L(pi), (2.41)
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comi=0,1,--- ,n,—1, onde {p;}"," é a base nodal de V}, ¢ e n; é o niimero
de fungoes bases (igual ao nimero de nodos internos da triangulagdao K).

Ainda, como
n;—1

un = Y &5, (2.42)
j=0
temos
n;—1
a(un, pi) = a (Z 5, %‘) (2.43)
§=0
n;—1

=Y &alp;, o). (2.44)

=0

Com isso, o problema de elementos finitos é equivalente a resolver o seguinte
sistema linear

n;—1
§=0
para as incognitas &, j = 0,1,--- ,n; — 1. Ou, equivalentemente, temos sua
forma matricial
AE =0, (2.46)
onde A = [a;;]}_4 é chamada de matriz de rigidez com
ai; = a(pj, ¢i) (2.47)
eb=(by,b1, -+ ,bn,—1) € 0 vetor de carga com
b = L(s). (2.48)

Exemplo 2.4.1. Consideremos o seguinte problema de Poisson
—Au = 100z0(1 — z9)z1(1 — 1), v € Q:=(0,1) x (0,1), (2.49)
u=0, z €90 (2.50)

Na Figura 2.5 temos um esboco da aproximacao de elementos finitos obtida
em uma malha uniforme com 20 x 20 nodos. As isolinhas correspondem aos
ponto tais que u = 3 x 1071,2 x 107, 1071, 5 x 1072

Com o FEniCS, podemos computar a solugao deste problema com o seguinte
codigo:
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0.000e+00 0.082 017 0.25 332001
PULLLLLLL L LU

Figura 2.5: Esboco da solugao de elementos finitos do problema discutido no
Exemplo 2.4.1.

from __future__ import print_function, division
from fenics import *

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

# malha
Nx = 20
Ny = 20

mesh = UnitSquareMesh(Nx,Ny)

# espaco
V = FunctionSpace(mesh, ’P’, 1)
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# cond. contorno
def boundary(x,on_boundary) :
return on_boundary

bc = DirichletBC(V,Constant(0.0),boundary)

#
f

[

Expression(’100*x [0]*(1-x[0])*x[1]*(1-x[1])’ ,degree=4)

MEF problem

= TrialFunction(V)
TestFunction(V)
dot(grad(u), grad(v))x*dx
fxvxdx

£ < e H=
I

#computa a sol
u = Function(V)
solve(a == L, u, bc)

# exportanto em vtk

vtkfile = File(’u.pvd’)
vtkfile << u

2.4.3 Exercicios

Em revisao

E.2.4.1. Compute uma aproximagao de elementos finitos para o seguinte
problema

—Au=10, z €(0,1) x (0,1) (2.51)
u(z,0) =0, 0<x <1, (2.52)
u(l,y) =0, 0 <y <1, (2.53)
wz,1) =1, 0<z <1, (2.54)
u(0,y) =1, 0 <z <1 (2.55)
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2.5 Fundamentos da analise de elementos fi-
nitos

Em revisao

2.5.1 Existéncia e unicidade

Em revisao

Teorema 2.5.1. (Matriz positiva definida) A matriz de rigidez é positiva
definida.

'I’Li—l

Demonstragdo. A matriz de rigidez A = [a(p;, ¢i)]ii—y ¢ obviamente simé-

trica. Além disso, para todo & € R"™, £ # 0, temos

TLi—l
EMAE = Galyy, vi)é (2.56)
2,7=0
njfl
:g:jogj /Q Vo, - Vo, dr (2.57)

n;—1 n;—1
7=0 =0
n;—1 2
\Y (Z fj@j)
7=0

Portanto, £7 A€ > 0 e é nulo se, e somente se, v = Z?;Bl &y, for constante.
Como v € V}, 0, temos que v constante implica v = 0, mas entao £ = 0, o que
é uma contradicao. Logo, €T A > 0 para todo & € R™, £ # 0. O

(2.59)

L2()

Teorema 2.5.2. (Existéncia e unicidade) O problema de elementos finitos
(2.40) tem solucao tnica.

Demonstragio. O problema de elementos finitos (2.40) se resume a resolver o
sistema linear A§ = b. Do Teorema 2.5.1, temos que A é uma matriz definida
positiva e, portanto, invertivel. Dai segue, imediatamente, que o problema
(2.40) tem solugao unica. O
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2.5.2 Estimativa a priori do erro

Em revisao

Teorema 2.5.3. (Ortogonalidade de Galerkin) A soluc¢do u; do problema
de elementos finitos (2.40) satisfaz

CL(U/ - uhvvh> = 07 vvh € Vh,07 (260)

onde u é a solu¢do do problema fraco (2.35).

Demonstragcao. Segue, imediatamente, do fato de que V} 9 C Vj e, portanto,

a(u,vp) = L(vy), Yo, € Vi, (2.61)

bem como
a(uh, Uh) = L(Uh), Y, € Vh,()- (2.62)
H

Defini¢ao 2.5.1. (Norma da energia.) Definimos a norma da energia por

1/2
[l = (/Q Vo Vo dx) — [ Voll 2, (2.63)
para todo v € V.

Teorema 2.5.4. (Melhor aproximagao.) A solugdo u;, do problema de ele-
mentos finitos satisfaz

I = un|ll < lllw = walll, Yon € Vao. (2.64)

Demonstracio. Observando que u — up = u — vy, + v, — uy, € usando a orto-
gonalidade de Galerkin (Teorema 2.5.3), temos:

|||u—uh|||2:/QV(u—uh)-V(u—uh)dx (2.65)

= /QV(u —up) - V(u—v)de +/QV(u —up) - V(v — up) dx
(2.66)
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- /Q V(u — up) - V(u—vp) do (2.67)
= IV (u = up) |22 IV (& = 01)[| 720y (2.68)
= [[fu — unll*[[lu — val]- (2.69)

O

Teorema 2.5.5. (Estimativa a priori do erro.) A solu¢ao uy; do problema
de elementos finitos (2.40) satisfaz

lw = unl|> < C Y Wi D*ullf2 - (2.70)
KeK

Demonstragio. O resultado segue do Teorema da melhor aproximacao (Teo-
rema 2.5.4) e da estimativa do erro de interpolagao (Proposicao 2.2.2), pois

lw = upl||* < |lJu — mul||? (2.71)
= | D(u — 7u) |72 (2.72)
<CY h§(||D2u\|2LQ(m. (2.73)
Kek
O

Para obtermos uma estimativa na norma L?(2), podemos usar a desigualdade
de Poincaré.

Teorema 2.5.6. (Desigualdade de Poincaré.) Seja 2 C R? um dominio
limitado. Entéo, existe uma constante C' = C(€2), tal que

[vllz2@) < Cl[VV|[2(0), Vv € V. (2.74)

Demonstragdo. Se €2 tem contorno suficientemente suave, entao existe ¢ tal
que —A¢ =1 em Q com sup,.q |V¢| < C. Com isso, temos

HvH%z(Q) :/QUQda: (2.75)

= —/QUQquﬁd:E. (2.76)
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Agora, usando o Teorema de Green e a desigualdade de Cauchy-Schwarz,
obtemos

2 2 2
[oleey = = [ vPn-Vods+ [ Vo?- Voda (2.77)
= /QQUVU -Vodx (2.78)
< sup [Vl [Vl (2.79)
]

Com a desigualdade de Poincaré e da estimativa a priori do erro (Teorema
2.5.5), temos

= unll 2@y < Clllu = willl < CHID?ull 20, (2.80)
onde h = maxgex hi. Entretanto, esta estimativa pode ser melhorada.

Teorema 2.5.7. (Estimativa 6tima a priori do erro.) A solucao uy, do pro-
blema de elementos finitos (2.40) satisfaz

HU — Uh”LQ(Q) S Oh2|’D2u||L2(Q) (281)

Demonstragio. Seja e = u — uy, 0 erro e ¢ a solugdo do problema dual (ou
problema adjunto)

—Ap=e, Yz €Q (2.82)
¢ =0, Vz € 9Q. (2.83)

Entao, usando a féormula de Green, a ortogonalidade de Galerkin e, entao, a
desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

[P —/QeA¢da: (2.84)
:/QV6~V¢da:—/men~V¢ds (2.85)
- /QVe V(6 — 7¢) du (2.86)
< |IVelz@IV(¢ — 7)) L2 (e (2.87)
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Da estimativa a priori (2.80) (que segue do Teorema 2.5.5) temos
Vel r20) < Ch||D?ul 120 (2.88)

Agora, da regularidade eliptica || D?¢|120) < C||A¢|| 120 [?] e da estimativa
do erro de interpolagdo (Proposicao 2.2.2), temos

IV(¢ = 70)ll12(2) < ChIID*| 120y < ChlIAG| 12() < Chlle]l12(0).  (289)

Entao, temos
lellZ2) < ChllD?ul|z2(@)Chlle] r2@)- (2.90)

]

Exemplo 2.5.1. Consideremos o seguinte problema de Poisson

—AU, = —Q(I(Q) — 370) — Q(ZE% - 1'1), MRS Q= (07 1) X (07 1)a (291)
u=0, z € 0. (2.92)

A solugio analitica deste problema é u(z) = (z2—x¢)(2?—z1). Aqui, obtemos

aproximacoes por elementos finitos u;, usando uma malha triangular uniforme
n X n nodos, i.e. h = 1/n. A Tabela 2.2 mostra os valores dos erros ||u —
up||12(0) para diferentes valores de h.

Tabela 2.2: Erros de aproximacoes por elementos finitos referente ao pro-
blema dado no Exemplo 2.5.1.

#nodos h | |lu—upllr20)
10 x 10 le—1 9.29e—4
20 x 20 oe—2 2.34e—4
100 x 100 1le—3 9.40e—6

Com o FEniCS, podemos computar a solugdo deste problema e o erro na
norma L? com o seguinte c6digo:

from __future__ import print_function, division
from fenics import *

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
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# malha
Nx = 100
Ny = 100

mesh = UnitSquareMesh(Nx,Ny)

# espaco
V = FunctionSpace(mesh, ’P’, 1)

# cond. contorno
def boundary(x,on_boundary) :

return on_boundary

bc = DirichletBC(V,Constant(0.0) ,boundary)

# f

f = Expression(’-2*%(x[1]*x[1]-x[1])-2*x(x[0]*x[0]-x[0])’,degree=2)
# MEF problem

u = TrialFunction(V)

v = TestFunction(V)

a = dot(grad(u), grad(v))x*dx

L = f*xv*xdx

#computa a sol
u = Function(V)
solve(a == L, u, bc)

# sol. analitica
ua = Expression(’x[0]*(x[0]-1)*x[1]*(x[1]-1)’,degree=4)

# erro norma L2
erro_L2 = errornorm(ua, u, ’L2’%)
print("||u-u_h||_L2 = %1.2E\n" % erro_L2)

# exportanto em vtk

vtkfile = File(’u.pvd’)
vtkfile << u
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2.5.3 Estimativa a posterior:
Em revisao

Para obtermos uma estimativa a posteriori vamos precisar da chamada desi-
gualdade do trago.

Teorema 2.5.8. (Desigualdade do trago) Seja 2 C R? um dominio limitado
com fronteira 02 convexa e suave. Entao, existe uma constante C' = C(€2),
tal que para qualquer v € V' temos

1/2
1]l 200 < C ([0l72@) + [V0lle)) - (2.93)
Demonstragio. Veja [?]. O

Teorema 2.5.9. (Estimativa a posteriori) A solu¢ao wu, do problema de
elementos finitos (2.40) satisfaz

Il —unll* < C > ik (un), (2.94)

Kekk

onde o elemento residual ng(uy) é definido por

1
nx (un) = hi || f + Aup || p2(x) + §h%2||[” - V]| 20r\00) - (2.95)

Aqui, [n-Vup]|k denota o salto na derivada normal de uy, nos lados interiores
dos elementos de K. Além disso, lembremos que Awuy, = 0.

Demonstragao. Denotando e := u — uy, o erro entre a solu¢ao do problema
forte e a solugao de elementos finitos, temos

elll]* = 1 Vellz ) (2.96)
= / Ve - Vedz (2.97)

Q
= /QVe -V(e —me)dx. (2.98)

Nesta ultima equacao, temos usado a ortogonalidade de Galerkin (Teorema
2.5.3). Dal, temos

/QVe V(e —me)de =) /K Ve - V(e —me)dz (2.99)

Kek
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Z /Aee—wed

KeK
- Ve(e — d 2.100
+ " e(e — me) ds, ( )
=) / [+ Aup)(e —me) dx
Kek
+ / n - Ve(e — me) ds, (2.101)
DK \OQ

uma vez que —Ae|x = f + Auy|x e, ambos, e e e se anulam em 0f).

Para computarmos o segundo termo do lado direito da ultima equagao, ob-
servamos que o erro em lado F recebe contribuicdes dos dois elementos K=+
que compartilham E. Com isso, temos

/ n-Ve(e —me)ds = / (nt - Vet (et —met)
OK+NOK— E

n~-Ve (e- —me™))ds, (2.102)
onde utilizamos a notagdo v* = v|g+. Lembremos que o erro e é continuo
e, portanto, (et — we™)|g = (e — me™)|g. Ainda, Vu é continuo, logo
(nt-Vut4+n~-Vu)|g =0. Entretanto, Vu,|g ndo é geralmente continuo,

sendo apenas constante por partes. Assim sendo e denotando o salto [n
Vuy] == (n* - Vui +n~ - Vu; ), temos

/ (nt-Vet(e—me)+n~ - Ve (e —me))ds
B
= —/ [n - Vuy](e — me) ds. (2.103)
E
Com isso, temos

Z/a n-Ve(e —me)ds =— Y / n-Vug)(e —me)ds,  (2.104)

Kekc 7 OK\Q Ec&;

onde &7 é o conjunto dos lados interiores na triangularizacao . Logo, retor-
nando a (2.101), obtemos

llelli? = 3= [ (7 + Vun)(e = me)do

Kek
1

=3 oo [n - Vuy](e — me) ds. (2.105)
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Nos resta, agora, estimarmos estes dois termos do lado direito.

A estimativa do primeiro, segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz seguida
da estimativa padrao do erro de interpolagao, i.e.

/K(f + Aup)(e — me) dz < || f + ounl 120 lle — 7€l 2q) (2.106)
< ||f + Aup|| 2 Chil|| Del| 12 (2.107)

Para estimarmos as contribuicoes dos lados, usamos a desigualdade do Trago
7]
[0l32) < C (R 10l1320) + bl VOl T2y ) - (2.108)

Com esta, a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a estimativa padrao do erro
de interpolacao, temos

/BK\aQ[n . VUh](e — 7T€) ds < ||[n . VUh]HLQ(aK)”e — 7Te||L2(8K) (2109)
< - Vaunlllzzo) © (il lle = mell

1/2
+hic| D(e — ¢) ) (2.110)

< |- Vun) || 2om) Chil2 | Dell oy (2.111)

Dai, a estimativa segue das (2.107) e (2.111). O
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